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Johdanto
Sana origami tulee termeistä ’ori’, joka tarkoittaa paperia, ja ’gami’, joka
tarkoittaa taittelua. Origamit ovat vanhaa paperitaidetta, joiden alkuperää
ei oikeastaan tarkasti tiedetä. Monet tutkijat yhdistävät origamien alkupe-
rän paperin alkuperään, mutta asiasta ei todellisuudessa ole saatu selvyyttä.
Paperin valmistus on voitu jäljittää Kiinaan, jossa se pysyi noin 500 vuotta
salaisuutena kunnes levisi Japaniin 600-luvulla buddhalaisten munkkien mu-
kana. Papyrus toki on vielä vanhempaa paperimateriaalia, mutta se ei sovel-
lu taitteluun. Japanilaisista origameista on todisteita 700-luvulta, mutta sitä
aiemmista ajoista on hyvin ristiriitaista tietoa. [Smi05] Nykyään origameja
käytetään melkein missä tahansa: sisustuksessa, teollisuudessa (esimerkiksi
satelliiteissa), taiteessa, opetuksessa ja vaikka missä muualla.
Itse sain idean kirjoittaa tutkielmani origameista itsenäisyyspäivän 2015
tienoilla. En ollut aiemmin perehtynyt aiheeseen enkä oikeastaan ikinä edes
taitellut paperia, mutta uskon yliopiston käytävillä olleiden origamityöpa-
jamainosten ja väliaikaisen paperintaittelupisteen vieneen alitajuntani mu-
kanaan. Aluksi ajattelin tehdä puhtaasti matemaattisen tutkielman, mutta
perehtyessäni matemaattiseen taustaan ja keskustellessani ohjaajani Kirsi
Peltosen kanssa, alkoivat ajatukseni kääntyä opetuksellisempaan suuntaan.
Peltosen innostus tarttui minuunkin ja pian huomasin olevani kaulaa myöten
upoksissa origamien maailmassa. Origameista saa todella kivoja opetustuo-
kioita ja niiden parissa viihtyvät jopa aikuiset!
Tutkielmani on suunnattu peruskoulun opettajille ja sen tavoitteena on
esitellä origamien opetuksellisuutta matematiikan käsitteiden parissa. Käsit-
telen tutkielmassani origamien matematiikkaa perusasioista lähtien ja lisäk-
si esittelen muutaman esimerkin oppitunnista, jolla matematiikkaa opiskel-
laan origamien kautta. Tutkielmani luku 2 sisältää pelkästään matemaattista
taustaa. Käsilteltäviä aiheita ovat origamiaksioomat, janan ja kulman jako
kokonaisluvuilla, säännölliset monikulmiot ja monitahokkaat sekä fraktaalit.
Aksioomia lukuunottamatta nämä sisällöt ovat tasoltaan peruskoulun mate-
matiikan opetuksessa toteutettavia. Toivon, että tämä osio auttaa opettajia
huomaamaan, miten paljon matematiikkaa origameihin liittyy.
Kolmannessa luvussa käsittelen origamien opetuksellista puolta. Teen pie-
nen katsannon syksyllä 2016 käyttöön tulevaan perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteisiin (POPS) ja tutustun origametriaan opetusmenetelmänä
erään artikkelin kautta. Origametria tulee sanoista origami ja geometria ja se
yhdistää nämä kaksi opetettavaa aihetta. POPS:n ja origametrian artikkelin
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avulla perustelen, miksi origamit ovat hyvä opetuskeino. Pääasiassa origa-
mien hyöty on niiden toiminnallisuudessa, mahdollisessa tutkimuksellisuu-
dessa sekä visuaalisessa esitystavassa, joita POPS korostaa. Origamit tuovat
opetustapaan vaihtelevuutta, joka parhaimmillaan lisää oppilaan kiinnostus-
ta matematiikkaa kohtaan. Ne kehittävät kädentaitoja, tarkkuutta ja arvioin-
tia sekä avaruudellista hahmotuskykyä ja ongelmanratkaisua. Luvun lopuksi
esittelen muutaman tuntisuunnitelman oppitunneille, joilla matematiikkaa
voi opettaa paperia taittelemalla. Kohderyhmänä suunnittelemillani oppi-
tunneilla on yläasteikäiset, mutta tunnit voidaan toteuttaa myös ala-asteella
tai toisen asteen koulutuksessa. Yritin pitää tuntisuunnitelmat yksinkertaisi-
na, jotta ne saataisiin helposti käyttöön ja niitä olisi helppo kehittää omaan
opetukseen sopivaksi. Niiden aiheet ovat jokseenkin kaukana toisistaan, mut-
ta toivon, että se innostaa opettajia kehittelemään omia origamituokioita,
jotka sopivat valitsemieni aiheiden väliin.
Viimeisessä luvussa pohdin hieman tutkielman tekoa ja sen aikana esiin-
tyneitä vaikeuksia. Tarkoitus on koota ajatukseni tutkielman teosta ja mah-
dollisesta jatkotutkimuksesta. Lisäksi teen listaa kirjoista ja materiaaleista,
joista opettajan kannattaa lukea hyviä vinkkejä matematiikan opetukseen
origameilla.
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1 Origamien matematiikkaa
Origameihin liittyy hyvin korkeatasoista matematiikkaa, jota tutkitaan jat-
kuvasti lisää. Tässä luvussa esittelen origamien matematiikasta sellaiset puo-
let, jotka esiintyvät tai voisivat esiintyä peruskoulun tai lukion matematiikan
sisällöissä. Samat sisällöt liittyvät myös tutkielmani lopussa esiteltäviin tun-
tisuunnitelmiin.
1.1 Origamiaksioomat
Yksi tapa lähestyä origamien matemaattista maailmaa on origamiaksioomien
kautta. Perusjoukkona on taso, paperi, jonka alkioita kutsutaan pisteiksi ja
niitä merkitään isoilla kirjaimilla. Tason osajoukkoja kutsutaan suoriksi tai
taitoksiksi ja niitä merkitään pienillä kirjaimilla. Origami voidaan määritellä
joukoksi tasoja, joita taitokset pitävät yhdessä.
Tässä luvussa käsittelen lyhyesti origamiaksioomat, joita voidaan verrata
myös Euklidisen geometrian aksioomiin. Ensimmäinen aksiooma on täysin
vastaava Euklidisen geometrian ensimmäisen aksiooman [Leh11] kanssa.
Origamiaksiooma 1. (O1) Olkoot A ja B pisteitä. On olemassa yksikäsit-
teinen taitos, joka kulkee molempien pisteiden kautta.
Paperi voidaan siis taittaa kahden pisteen mukaan, esimerkiksi neliön
muotoiseen paperiin voidaan taittaa lävistäjä, joka kulkee neliön vastakkais-
ten kulmapisteiden kautta.
A
B
Kuva 1: Origamiaksiooma 1. Pisteiden kautta kulkeva taitos on kuvattu kat-
koviivalla.
Origamiaksiooma 2. (O2) Olkoot A ja B pisteitä. On olemassa yksikäsit-
teinen taitos, joka vie pisteen A pisteeseen B.
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Pisteen A vienti pisteeseen B tarkoittaa sitä, että pisteet taitetaan tois-
tensa päälle. Myös tällaisia taitoksia on kahdelle tietylle pisteelle vain yksi ja
se on pisteitä yhdistävän taitoksen keskinormaali.
A
B
Kuva 2: Origamiaksiooma 2. Katkoviivan mukainen taitos asettaa pisteet
kohdakkain.
Origamiaksiooma 3. (O3) Olkoot l ja s suoria. On olemassa taitos, joka
asettaa suorat kohdakkain.
Jos suorat eivät ole yhdensuuntaisia eli ne leikkaavat toisensa, niin tai-
tos, jolla suorat voidaan taittaa toistensa päälle, on suorien välisen kulman
puolittaja. Tällaisia taitoksia tai puolittajia on kaksi. Jos taas suorat ovat
yhdensuuntaisia, niin haluttu taitos löytyy suorien välistä täsmälleen keskel-
tä.
l
s
Kuva 3: Origamiaksiooma 3. Katkoviivan mukainen taitos asettaa kaksi suo-
raa kohdakkain.
Origamiaksiooma 4. (O4) Olkoot l suora ja P piste, joka ei ole suoralla.
On olemassa taitos, joka on kohtisuorassa suoraa l vastaan ja kulkee pisteen
P kautta.
Tämä taitos löydetään joko kokeilemalla suoraan tai aksioomien O1 ja O2
avulla. Tehdään ensin taitos suoraa l pitkin ja tarkastellaan, mihin pisteeseen
se vie pisteen P (O2). Merkitään tätä pisteellä P ′. Nyt voidaan tehdä taitos
pisteiden P ja P ′ kautta (O1), joka on kohtisuorassa suoraa l vastaan.
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l P
Kuva 4: Origamiaksiooma 4. Katkoviivan mukainen taitos kulkee pisteen P
kautta ja on kohtisuorassa suoraa l vastaan.
Origamiaksiooma 5. (O5) Olkoot l suora ja A ja B pisteitä, jotka eivät
ole suoralla. Olkoon etäisyys pisteestä A pisteeseen B korkeintaan yhtä suuri
kuin etäisyys pisteestä A suoralle l. On olemassa taitos, joka kulkee pisteen
A kautta ja vie pisteen B suoralle l.
Taitoksen voi löytää kokeilemalla tai laskemalla. Riippuen pisteiden si-
jainnista suoran suhteen, mahdollisia taitoksia on yksi tai kaksi kappaletta.
Jos ympyrä, jonka keskipiste on A ja kehäpiste B, sivuaa suoraa l, löytyy
yksi mahdollinen taitos. Tällä taitoksella piste B asettuu ympyrän ja suoran
sivuamispisteeseen. Jos ympyrä leikkaa suoraa kahdessa pisteessä, on kaksi
mahdollista taitosta, joilla piste B asettuu suoralle l. Jos suora l ei leikkaa tai
sivua ympyrää, jonka keskipiste on A ja kehäpiste B, taitosta, joka asettaisi
pisteen B suoralle, ei ole olemassa.
l
AB
Kuva 5: Origamiaksiooma 5. Pisteen A kautta kulkeva taitos vie pisteen B
suoralle l.
Origamiaksiooma 6. (O6) Olkoot l ja s suoria sekä A ja B pisteitä, jot-
ka eivät ole kummallakaan suoralla. Olkoot suorat eri suuntaisia, jolloin ne
leikkaavat toisensa jossakin pisteessä. On olemassa taitos, joka vie pisteen A
suoralle l ja pisteen B suoralle s.
5
Tätä taitosta kutsutaan myös Belochin taitokseksi [Hul11]. Konsturoi-
daan kaksi paraabelia, joista toisen polttopiste on piste A ja johtosuora l ja
toisen polttopiste on piste B ja johtosuora s. Nyt Belochin taitos on suora,
joka sivuaa molempia paraabeleita ja niitä on olemassa korkeintaan kolme.
A
B
l
s
Kuva 6: Origamiaksiooma 6. Löydetään katkoviivan mukainen taitos, joka
asettaa pisteen A suoralle l ja pisteen B suoralle s.
Origamiaksiooma 7. (O7) Olkoot l ja s suoria ja P piste, joka ei ole kum-
mallakaan suoralla. Olkoot suorat erisuuntaisia, jolloin ne leikkaavat jossa-
kin pisteessä. Voidaan tehdä taitos, joka on kohtisuorassa suoraa s vastaan
ja jolla piste P siirtyy suoralle l.
Konstruoidaan ensin paraabeli, jonka polttopiste on piste P ja johtosuora
l. Nyt haluttu taitos on paraabelin tangentti, joka on kohtisuorassa suoraa s
vastaan.
P
l
s
Kuva 7: Origamiaksiooma 7. Katkoviivan mukainen taitos, joka on kohtisuo-
rassa suoraa s vastaan, vie pisteen P suoralle l.
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1.2 Janan tai kulman jako yhtä suuriin osiin
Kulman kolmijako on yksi antiikin kolmesta suuresta ongelmasta, eikä sil-
le ole vieläkään löydetty ratkaisua harpilla ja viivaimella. On jopa hieman
erikoistakin, että tapauksen ratkaisu origameilla on löydetty, vaikka origa-
meilla voi tehdä vain suoria taitoksia kun taas harpilla ja viivaimella voi
tehdä ympyröitä ja suoria. Origamien etu löytyykin aksioomasta O6, joka
sallii kolmannen asteen yhtälöihin perustuvien tapausten konstruktion, kun
taas harpilla ja viivaimella tehtävät konstruktiot voivat olla vain toisen as-
teen yhtälöihin perustuvia. Kulman kolmijako perustuu kolmannen asteen
yhtälöön, kuten antiikin toinen ongelma kuution kahdentamisesta, joten sen
ratkaisu on origameilla mahdollista. Käsittelen sen yksittäistapauksena tässä
luvussa. Seuraan koko luvun ajan lähdettä [Lan15] paitsi kulman viisijaon
osalta.
1.2.1 Jako 2n osaan, kun n on luonnollinen luku
Origamitaitoksilla on helppo jakaa jana tai kulma kahdella, neljällä, kah-
deksalla, ja muilla luvuilla, jotka ovat muotoa 2n, missä n ∈ N. Taitoksissa
hyödynnetään aksioomaa O2 tai O3. Olkoon A ja B pisteitä. Muodostetaan
taitos, joka kulkee pisteiden kautta ja merkitään pisteiden väliin jäävää osaa
janalla AB. Nyt taitos, joka asettaa pisteet A ja B kohdakkain, jakaa janan
AB kahteen yhtä suureen osaan. Merkitään janan ja taitoksen leikkauspis-
tettä kirjaimella C.
Janat AC ja BC voidaan jakaa myös kahteen yhtä suureen osaan samalla
tavalla, jolloin alkuperäinen jana AB on jaettu neljään yhtä suureen osaan.
Tästä edelleen voidaan jokainen neljäsosa jakaa kahteen osaan, jolloin jana
AB on jaettu kahdeksaan osaan. Tätä samaa prosessia voidaan jatkaa niin
pitkälle kuin halutaan, jolloin jana saadaan jaettua kaikilla 2n muotoa olevilla
luvuilla.
Kulman jako luvun kaksi kokonaislukupotensseihin onnistuu samalla ide-
alla. Olkoon kulma ∠BAC, jonka kärkipiste on piste A ja kyljet puolisuorat
AB ja AC. Etsitään taitos, joka asettaa puolisuorat kohdakkain ja joka tällöin
jakaa kulman kahteen yhtä suureen osaan. Nimetään taitos puolisuoraksi AD,
jolloin piste D on jokin taitoksella oleva piste. Kun taitetaan puolisuorat AB
ja AC kohdakkain puolisuoran AD kanssa, niin alkuperäinen kulma on jaettu
neljään yhtä suureen osaan, ja niin edelleen.
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A B A B
Kuva 8: Janan jako kahdella tai neljällä.
BA
C
BA
C
Kuva 9: Kulman jako kahdella tai neljällä.
1.2.2 Janan jako muulla kuin kaksikantaisella luvulla
Janan jako luvuilla, jotka eivät ole luvun kaksi kokonaislukupotensseja, on-
nistuu monella eri tavalla. Yksi tapa on diagonaalin leikkaaminen, jolla on
mahdollista jakaa jana osiin kymmeneen saakka. Olkoon pisteet A ja B pää-
tepisteet janalla, joka halutaan jakaa. Tarvitsemme neliön muotoisen pape-
rin, jonka yksi sivu on AB.1 Diagonaalin leikkaamisessa avainasemassa on
kaksi taitosta, joista ensimmäinen on neliön diagonaali ja toinen yhdistää
kaksi vastakkaisten sivujen pistettä.
Oletetaan, että pisteet C ja D ovat neliön kaksi muuta kärkipistettä.
Olkoon neliön sivun pituus 1. Taitetaan diagonaali AC. Merkitään toisen
taitoksen päätepisteet seuraavasti: piste P on sivulla AD ja piste Q sivulla
BC. Nyt diagonaalin ja taitoksen PQ leikkauspisteestä muodostuu sellaisen
1Oikeastaan meille riittää suorakulmion muotoinen paperi, jonka pidempi sivu on AB ja
lyhyempi sivu AB2 . Taulukosta 1 näemme, että ainoastaan 3/7 ·AB janan muodostamiseen
tarvitsemme suorakulmion, joka on korkeampi kuin 1/2·AB. Voimme kuitenkin muodostaa
kyseisen jaon jakamalla janan 1/7 tai 2/7 jakoihin.
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neliön kärkipiste, jolla vastakkainen kärkipiste on A. Merkitään tämän neliön
sivun pituutta kirjaimella y ja sivulle AB jäljelle jäävää osaa z = 1− y.
y z
y
A B
CD
P
Q
Kuva 10: Diagonaalin ja taitoksen PG leikkauspisteestä tulee kärkipiste uu-
delle neliölle, jonka sivun pituus on y. Neliön ABCD sivun pituus on 1.
Nyt voimme muodostaa lausekkeet sivuille y ja z kahden yhdenmuotoisen
kolmion avulla. Kolmioiden kateettien suhde on
AP −BQ
AP − y =
1
y
,
josta yhtälön ratkaisumenetelmillä saadaan edelleen
y =
AP
1 + AP −BQ.
Tämä voidaan sijoittaa sivun z lausekkeeseen, jolloin saadaan
z = 1− y
= 1− AP
1 + AP −BQ
=
1 + AP −BQ− AP
1 + AP −BQ
=
1−BQ
1 + AP −BQ.
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Oletetaan, että AP = m/p ja BQ = n/p, missä m,n, p ∈ Z siten, että
m,n < p ja p on luvun kaksi kokonaislukupotenssi, eli p ∈ {2, 4, 8, 16, ...}.
Tällöin
y =
m/p
1 +m/p− n/p
=
m
p
:
p+m− n
p
=
m
p+m− n
ja
z =
1− n/p
1 +m/p− n/p
=
p− n
p
:
p+m− n
p
=
p− n
p+m− n.
Tällöin esimerkiksi janan jako kolmeen osaan onnistuu sijoittamalla piste
P keskelle sivua AD ja piste Q pisteeseen B, jolloin AP = 1/2 ja BQ =
0/2. Sijoittamalla arvot m = 1, n = 0 ja p = 2 sivujen pituuksien y ja z
lausekkeisiin saadaan
y =
m
p+m− n =
1
2 + 1− 0 =
1
3
ja z =
p− n
p+m− n =
2− 0
2 + 1− 0 =
2
3
.
Riippuen siitä, kuinka moneen osaan haluamme jakaa janan, eli neliön
sivun, toisen taitoksen sijainti vaihtelee. Taulukosta 1 nähdään, kuinka pitkät
janojen AP ja BQ tulisi olla, jos haluamme muodostaa janan, jonka pituus on
y. Kun y on saatu selville, voimme jakaa janan muihin osiin hyödyntämällä
edellisessä luvussa esitettyä menetelmää janan jakamisesta puolikkaisiin.
1.2.3 Kulman jako kolmella
Kulma voidaan taittaa kolmeen osaan ainakin kahdella eri tavalla. Tapa,
jonka esittelen, vaatii neliön muotoisen paperin, jonka yksi sivu toimii kulman
kylkenä. Kulman on siis oltava terävä.
Oletetaan, että kulma ∠BAE on paperilla siten, että kulman kylki AB
on neliön sivu. Tällöin piste E on sivulla CD. Taitetaan mielivaltainen taitos
10
y AB − y AP BQ
1/3 2/3 1/2 0
1/5 4/5 1/4 0
1/6 5/6 1/8 3/8
1/7 6/7 1/8 1/4
2/7 5/7 1/4 3/8
3/7 4/7 3/4 0
1/9 8/9 1/8 0
2/9 7/9 1/4 1/8
4/9 5/9 1/2 3/8
1/10 9/10 1/16 7/16
3/10 7/10 3/8 1/8
Taulukko 1: Toisen taitoksen paikka, kun halutaan muodostaa tietynlainen
janan jako.
FG, joka on yhdensuuntainen kyljen AB kanssa. Muodostetaan taitos HI
viemällä jana AB taitokselle FG.
Tehdään seuraavaksi taitos, joka taittaa kulman kärkipisteen A taitokselle
HI pisteeseen P ja pisteen F kulman kyljelle AE pisteeseen Q. Merkitään
kirjaimella M pisteen H paikkaa ja kirjaimella L taitoksen ja janan HI
leikkauspistettä. Taitetaan paperi pisteiden L ja M kautta ja jatketaan sitä
pisteeseen A, kun edellinen taitos avataan. Taitetaan vielä kulman kylki AB
taitokselle AM , jolloin kulma ∠BAE on jaettu kolmeen osaan.
Olkoon pisteiden A ja F etäisyys toisistaan 2x. Tällöin AH = HF =
BI = IG = x. Koska taitos HI on yhdensuuntainen sivun AB kanssa,
niin taitos AM on kohtisuorassa janaa QP vastaan. Merkitään pisteen P
kautta kulkevan sivun AB normaalin ja sivun AB leikkauspistettä kirjaimel-
la R. Voimme muodostaa kolme suorakulmaista kolmiota 4AMQ, 4AMP
ja 4ARP , joiden lyhyemmän kateetin pituus on x. Koska jana AP puolit-
taa kulman ∠PAM , niin kolmioilla 4AMP ja 4ARP on kaksi yhtenevää
kulmaa. Kulmien lisäksi niillä on kaksi yhtenevää sivua, jolloin kolmioiden
yhtenevyyslauseiden [Leh11] mukaan kolmiot ovat yhteneviä.
Myös kolmioilla 4AMP ja 4AMQ on kaksi yhtenevää sivua, joiden
väliin jäävä kulma on yhtenevä.Tällöin kolmioiden yhtenevyyslauseen sivu-
11
A B
CD E
F G
H I
(a) Tehdään mielivaltainen taitos
FG. Taitetaan jana AB taitokselle
FG, jolloin muodostuu taitos HI.
Taitetaan piste A taitokselle HI ja
piste F kulman kyljelle AE.
A
B
CD E
F G
H I
L
M
Q
P
(b) Pisteen H uusi paikka on pistees-
sä M . Tehdään taitos, joka kulkee
taitoksen LM mukaisesti.
A
B
CD E
(c) Avataan paperi ja jatketaan tai-
tosta LM pisteeseen A asti. Taite-
taan reuna AB taitokselle AM . Nä-
mä taitokset jakavat kulman ∠BAE
kolmeen osaan.
Kuva 11: Kulman kolmijako.
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kulma-sivu [Leh11] mukaan kolmiot ovat yhteneviä. Siispä kaikki kolmiot
ovat keskenään yhteneviä, joten taitokset AM ja AP jakavat kulman ∠BAE
kolmeen yhtä suureen osaan.
1.2.4 Kulman jako viidellä
Kulman jako viiteen voidaan palauttaa edelliseen kolmijaon tilanteeseen muu-
tamalla taitoksella. Aluksi tarvitaan pitkä paperisuikale, joka on noin 5-6 yk-
sikköä leveä ja 1 yksikköä korkea. Merkitään paperin kulmia pisteillä A, B,
C ja D. Olkoon kulma BAE alle 90◦, jolloin piste E on janalla CD. Taite-
taan noin 1/3 paperin toisesta päädystä ja avataan taitos, jolloin saatu taitos
FG on saman suuntainen kuin BC. Taitetaan jana FG janalle AB.
Viedään kulman kärki A pisteeseen G ja avataan paperi pitämällä pis-
teet yhdessä, jolloin piste C siirtyy janan AD viereen. Merkitään janalle AD
pisteen C paikka ja pisteen H paikka puoleen väliin janaa GC. Taitetaan
kulman kyljen AB kanssa yhdensuuntainen taitos t, joka kulkee pisteen H
kautta. Taitetaan piste D kulman taakse piiloon kulman kylkeä AE pitkin.
Seuraavaksi tehdään taitos AJ siten, että sekä kulman kylki AE että piste G
kohtaavat pisteessä I taitoksella t ja piste C on samaan aikaan taitoksella AJ .
Nyt tilanne on samankaltainen kuin kulman kolmijaossa ja voidaan sanoa,
että kulma ∠JAE on kaksi viidesosaa alkuperäisestä kulmasta ∠BAE. Jae-
taan kulma ∠JAE kahteen taitoksella AK. Jaetaan kulma ∠BAK neljään,
jolloin alkuperäinen kulma on jaettu viiteen yhtä suureen osaan. [Lan04]
Menetelmällä voidaan jakaa kaikki oikokulmaa pienemmät kulmat, kun
jana AD on kohtisuorassa sitä kulman kylkeä kohtaan, joka on paperin pit-
källä sivulla.
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(a) Taitetaan paperisuikaleen ABCD toiseen päätyyn noin kolmasosan päähän
taitos FG.
(b) Taitetaan jana FG sivulle AB ja
kulman kärki A pisteeseen G.
(c) Avataan paperi pitämällä pisteet
A ja G yhdessä. Tehdään sivun AB
suuntainen taitos t, joka kulkee janan
CG keskipisteen H kautta.
(d) Taitetaan kulman kylki ja piste G
taitokselle t taitoksella AJ siten, että
piste C on samaan aikaan taitoksella
AJ .
(e) Puolitetaan kulma ∠JAE taitok-
sella AK. Jaetaan kulma ∠BAK nel-
jään osaan.
Kuva 12: Terävän kulman ∠BAE viisijako.
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1.3 Säännölliset monikulmiot
Säännöllinen monikulmio on kuvio, jonka kaikki sivut ja kaikki kulmat ovat
yhteneviä, eli yhtä pitkiä tai suuria. Kolmio yhdistää pienemmän määrän pis-
teitä, mutta käsittelen neliön ensimmäisenä sen vuoksi, että origamipaperit
ovat usein neliöitä.
1.3.1 Neliö
Neliö on säännöllinen nelikulmio. Se on suunnikas, jonka kaikki sivut ovat
yhteneviä keskenään ja kaikki kulmat yhteneviä, eli suoria. Neliön kulmien
summa on 4 · 90◦ = 360◦ ja sillä on kaksi lävistäjää.
Olkoon neliön sivun pituus a. Tällöin neliön piiri on p = 4a ja pinta-ala
on A = a2.
Esimerkki 1.1. Olkoon neliö ABCD, jonka sivun pituus on a = 1. Pinta-ala
on tällöin A = a2 = 1.
Jos taitamme neliön pienemmiksi neliöiksi sivujen keskinormaaleja pitkin,
saamme neljä neliötä, joiden sivun pituus on a1 = 1/2. Tällöin pienen neliön
pinta-ala on A1 = (1/2)2 = 1/4. Jos taas taitamme neliön kulman siten, että
taitoksen päätepisteet ovat viereisten sivujen keskipisteet, saamme neliön,
jonka sivun pituuden a2 saamme Pythagoraan lauseen avulla:
a22 =
(
1
2
)2
+
(
1
2
)2
,
josta seuraa, että
a2 =
√
1
4
+
1
4
=
√
1
2
.
Tästä seuraa, että taitellun neliön pinta-ala on
A2 =
(√
1
2
)2
=
1
2
.
Neliön saa helposti taiteltua A4-kokoisesta paperista taittamalla paperin
lyhyemmän sivun paperin nurkan kautta pidemmälle sivulle. Taitos kulkee
neliön lävistäjää pitkin ja paperista voidaan leikata tai repiä varovasti saadun
kolmion yli jäävä osa irti. Näin saadun neliön sivu on yhtä pitkä kuin A4-
paperin lyhyt sivu.
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Kuva 13: Taitokset, jotka yhdistävät viereisten sivujen keskipisteitä, muo-
dostavat neliön, jonka pinta-ala on puolet alkuperäisen paperin pinta-alasta.
1.3.2 Kolmio
Kolmiot voidaan luokitella seuraavasti:
• suorakulmaiset kolmiot, joissa yksi kulma on suora, eli 90◦,
• teräväkulmaiset kolmiot, joissa kaikki kulmat ovat alle 90◦,
• tylppäkulmaiset kolmiot, joissa yksi kulma on yli 90◦,
• tasakylkiset kolmiot, joissa kaksi sivua ovat yhtenevät, sekä
• tasasivuiset kolmiot, joissa kaikki sivut ovat yhteneviä ja kaikki kulmat
ovat yhteneviä.
Näistä tasasivuinen kolmio on ainoa säännöllinen monikulmio. Kolmion kul-
mien summa on 180◦, eli puolet neliön kulmien summasta. Tällöin tasasivui-
sen kolmion kulma on 180◦
3
= 60◦. Myös kolmion pinta-ala on puolet neliön
pinta-alasta, joten A = ah
2
, missä a on kolmion kanta ja h kolmion korkeus.
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Korkeus h saadaan ratkaistua Pythagoraan lauseesta(
1
2
a
)2
+ h2 = a2
h2 = a2 − 1
4
a2
h =
√
3
4
a2
=
√
3
2
a.
Tasasivuisella kolmiolla korkeusjana on samalla mediaani, kulman puolit-
taja ja sivun keskinormaali. Kolmiolla ei ole lävistäjiä, sillä lävistäjän kuuluu
kulkea monikulmion kärjestä sellaiseen kärkeen, joka ei ole vierekkäinen.
Neliön muotoiselle paperille voi taitella tasasivuisen kolmion äärettömän
monella eri tavalla. Ensimmäinen tapa, ja ehkä selkein, on taitella kolmio,
jonka sivun pituus on sama kuin neliön sivun pituus. Olkoon pisteet A, B,
C ja D neliön kärkipisteet ja sivun pituus 1. Taitetaan neliön kannan kes-
kikohta ja keskinormaali. Nyt tiedetään, että jos kolmion kaksi kärkipistettä
sijaitsevat neliön kannan päätepisteissä A ja B, niin tasasivuisella kolmiolla
kolmannen kärkipisteen on oltava kannan keskinormaalilla (kuva 14). Tai-
tetaan piste A keskinormaalille siten, että taitos kulkee pisteen B kautta.
Tällöin jokaisen sivun pituus on 1.
Toinen tapa on taitella kolmio siten, että yksi kärkipisteistä pysyy pis-
teessä A, mutta toinen kärkipiste P siirtyy janaa BC ylöspäin. Tällöin kol-
mas kärkipiste Q siirtyy pistettä D kohti. Merkitään neliön sivun AB ja
kolmion kannan AP välistä kulmaa kirjaimella α. Muodostetaan lauseke kol-
mion pinta-alalle, kun kolmion korkeusjana on h:
A =
AP · h
2
=
AP · tan 60◦ · 1/2 · AP
2
=
AP 2 · tan 60◦
4
=
√
3
4
· AP.
Kolmio4ABP on suorakulmainen, joten kolmion sivu on AP = 1
cosα
. Tällöin
pinta-alan lauseke tulee muotoon
A =
√
3
4
· 1
cos2 α
.
Kolmio voi kääntyä neliön sisällä niin paljon, että α = 30◦. Tämä on
kuitenkin täysin vastaava kuin se, jossa α = 0◦. Siispä kulma voi saada ar-
voja väliltä 0 ≤ α ≤ 15◦, jolloin pinta-ala on suurimmillaan, kun α = 15◦.
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1A B
CD
Kuva 14: Tasasivuinen kolmio, jonka kanta on neliön sivu AB. Kolmas kär-
kipiste sijaitsee kannan keskinormaalilla.
Kulma α = 15◦ löydetään taittamalla ensin neliön keskinormaali, joka on sa-
mansuuntainen kuin sivu AD. Tehdään sitten taitos, joka kulkee pisteen A
kautta ja vie pisteen D saadulle keskinormaalille. Tämä taitos vie pisteen D
sellaisen tasasivuisen kolmion kärkipisteeseen, jonka kanta on neliön sivulla.
Tällöin taitoksen ja sivun AD välinen kulma on 15◦ eli puolet 30◦ kulmas-
ta, joka jää jäljelle, kun vähennetään tasasivuisen kolmion kulma suorasta
kulmasta.
Kun tehdään myös sivun AB suuntainen keskinormaali ja taitetaan piste
B sille taitokselle, joka kulkee pisteen A kautta, olemme saaneet suurimman
mahdollisen tasasivuisen kolmion kaksi kylkeä neliölle. Yhdistetään näiden
taitosten päätepisteet, jolloin saadaan tasasivuiselle kolmiolle kolmas sivu
(kuva 15).
1.3.3 Viisikulmio
Viisikulmion voi taitella samaa tekniikkaa käyttäen sekä kolmiulotteisena et-
tä tasokuviona [Kas01, 32-35]. Molempien taitteluun tarvitaan aluksi neliön
muotoinen paperi. Kolmiulotteisen taittelu aloitetaan leikkaamalla paperista
suorakulmio, jonka pitkä sivu on neliön sivun pituinen ja lyhyt sivu neljäs-
osa neliön sivun pituudesta. Jaetaan suikaleen pitkä sivu taitoksilla kuuteen
osaan.
Taitetaan nyt jokaiselle muodostuneelle suorakulmiolle yhdensuuntaiset
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(a) Taitetaan paperin vastakkaiset
kulmat sivujen keskinormaaleille sa-
man pisteen kautta.
(b) Tehdään taitos, joka yhdistää
edellisen vaiheen taitosten päätepis-
teet, jolloin muodostuu tasasivuinen
kolmio.
Kuva 15: Suurin tasasivuinen kolmio neliön muotoisella paperilla on 15◦ kul-
massa paperin alareunaan nähden.
lävistäjät ja avataan suikale. Taitetaan suorakulmion sivutaitokset harjatai-
toksiksi ja lävistäjät laaksotaitoksiksi, jolloin suikale kiertyy yhden pisteen
ympärille. Tästä pisteestä muodostuu viisikulmion keskipiste. Taitetaan pa-
perin päädyt ristikkäin niin, että kappaleen päälle jäänyt pääty taittuu kap-
paleen alle ja alle jäänyt pääty taittuu kappaleen päälle. Piilotetaan paperin
päätyjen ensimmäiset lävistäjät toistensa sisään, jolloin muotoutuu tiimala-
sin muotoinen kappale, jonka pohjat ovat viisikulmioita (kuva 16).
Kappaleesta muodostuu kolmiulotteinen, sillä kulma, joka saadaan mene-
telmällä viisikulmion kulmaksi, on enemmän kuin tasomaisella viisikulmiolla.
Viisikulmion kulma tulisi olla α = 108◦, mutta tällä menetelmällä kulmaksi
saadaan
tan
α
2
=
1
4
a
1
6
a
=
6
4
α
2
= 59,309932 . . .◦
α ≈ 118,6◦.
Etsitään nyt suorakulmio, jonka lävistäjän ja lyhyen sivun välinen kulma
on 54◦. Toisin sanoen etsitään piste neliön sivulta siten, että siitä tehty taitos
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(a) Paperisuikale, jonka pitkän sivun
pituus on 1 ja lyhyen 1/4, on jaet-
tu kuuteen osaan. Jokaiselle kuudel-
le suorakulmiolle on taitettu saman-
suuntainen lävistäjä.
(b) Taitellaan suikale yhden pisteen
ympärille siten, että lävistäjät tait-
tuvat paperista ulospäin ja suorakul-
mion sivut paperin sisään päin.
(c) Asetetaan päädyt ristikkäin siten,
että kappaleen päälle jäänyt pääty
siirtyy kappaleen alle ja alle jäänyt
pääty siirtyy kappaleen päälle.
(d) Taitetaan päädyt sisäk-
käin.
Kuva 16: Kolmiulotteisen tiimalasin muotoisen viisikulmion taittelu.
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neliön vastakkaiseen nurkkaan on 54◦ kulmassa neliön sivua vastaan.
Olkoon neliö ABCD, jonka sivun pituus on 1. Tehdään sivun DC keski-
pisteestä P taitos PA ja avataan se. Viedään jana PD janalle PA ja merki-
tään pisteellä D′ sitä pistettä, johon taitos vie pisteen D. Taitetaan pisteen
D′ kautta kulkeva normaali sivuille AB. Merkitään normaalin ja sivun DC
kohtaamispistettä kirjaimella Q. Tehdään taitos QB ja merkitään kulmaa
α = ∠QBA = ∠BQC.
Kulmalle α saadaan lauseke
tanα =
1
1
2
+ PQ
.
Sivu PQ saadaan yhdenmuotoisten kolmioiden 4PD′Q ja 4PAD avulla
vastinsivujen suhteena, kun Pythagoraan lauseen nojalla PA =
√
12 + (1
2
)2.
Siis
PQ
PD
=
PD′
PA
PQ =
PD · PD′
PA
=
1
2
· 1
2√
1 + 1/4
=
1
4√
5
2
=
1
2
√
5
.
Sijoittamalla sivun PQ pituus kulman lausekkeeseen, saadaan määritettyä
kulman α suuruus seuraavasti
tanα =
1
1
2
+ 1
2
√
5
tanα =
2
1 +
√
5
5
α = arctan
(
10
5 +
√
5
)
= 54,1102 . . .◦
≈ 54◦.
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Taitetaan sivu AB kuuteen yhtä suureen osaan. Merkitään pisteellä T
taitoksen QB ja sivua BC lähimpänä olevan kuuteen jakavan taitoksen leik-
kauspistettä. Tehdään taitos t, joka on samansuuntainen sivun AB kanssa ja
kulkee pisteen T kautta. Nyt on muodostunut kuusi samankokoista suorakul-
miota. Taitetaan jokaiselle suorakulmiolle lävistäjät, jotka ovat samansuun-
taisia janan QB kanssa. Taitetaan sivu AB taitokselle t ja leikataan suikale
irti syntynyttä taitosta pitkin.
(a) Tehdään sivun CD keskipistees-
tä taitos PA. Viedään jana DP tai-
tokselle PA ja taitetaan pisteen D
kautta normaali sivulle CD. Tehdään
normaalin ja sivun CD kohtaamispis-
teestä Q taitos pisteeseen B.
(b) Taitetaan sivu AB kuuteen
osaan. Tehdään taitos t ja taitetaan
muodostuneille suorakulmioille lävis-
täjät. Leikataan taitosten t ja AB
puolesta välistä kulkevaa taitosta pit-
kin.
(c) Kierretään paperisuikale viisikulmiok-
si ja taitetaan päädyt ristiin.
Kuva 17: Tasomaisen viisikulmion taittelu.
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Käytetään nyt aiemmin esiteltyä menetelmää, jolla taitetaan paperisuika-
le viisikulmioksi yhden pisteen ympärille. Piilotetaan päädyt toistensa sisään,
jolloin saadaan tasomainen viisikulmio (kuva 17).
Viisikulmion yksi kulma on siis 108◦ ja kulmion kulmien summa on 5 ·
108◦ = 540◦. Viisikulmiolla on viisi lävistäjää.
1.3.4 Kuusikulmio
Säännöllisen kuusikulmion voi taitella tasasivuisesta kolmiosta kääntämättä
kolmion kärkipisteet sen korkeusjanojen leikkauspisteeseen. [Kas01, s. 17]
Kuva 18: Säännöllisen kuusikulmion voi taitella tasasivuisesta kolmiosta tait-
tamalla kolmion kärkipisteet sen keskipisteeseen.
Tarkastellaan kuusikulmiota siltä puolelta, jolle kolmion kärjet taitettiin.
Huomataan, että kuusikulmion sisällä on kuusi pientä tasasivuista kolmiota,
joiden sivun pituus on sama kuin kuusikulmion sivun pituus. Pituus on kol-
masosa alkuperäisen kolmion sivun pituudesta. Kuusikulmion kulmien sum-
ma on 6 · 180◦ − 360◦ = 720◦, jolloin yhden kulman suuruus on 120◦. Kuusi-
kulmiolla on lävistäjiä 9 kappaletta.
1.3.5 Kahdeksankulmio
Säännöllinen kahdeksankulmio on helppo taitella kahdesta neliön muotoises-
ta paperista. Taitetaan toiselle paperille sivujen keskinormaalit ja toiselle
lävistäjät. Asetetaan paperit päällekäin niin, että taitokset ovat kohdakkain.
Taitetaan nyt toisesta paperista toisen reunan yli menevät pienet kolmiot reu-
nan mukaisesti, jolloin molemmille papereille muodostuu säännöllinen kah-
deksankulmio (kuva 19). [Kas01, s. 26-27]
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(a) Taitetaan toiselle neliölle lävistä-
jät ja toiselle sivujen keskinormaa-
lit. Taitetaan paperit taitoksia pitkin
neljännen kokoisiksi.
(b) Laitetaan paperit sisäkkäin ja tai-
tetaan toisen paperin ylimenevät osat
toisen päälle reunoja pitkin.
(c) Avataan kappale ja taitetaan
myös toisesta paperista ylimenevät
osat reunoja pitkin toisen päälle.
(d) Valmis kahdeksankulmio.
Kuva 19: Säännöllisen kahdeksankulmion taittelu kahdesta neliön muotoises-
ta paperista.
Säännöllisen kahdeksankulmion voi taitella myös yhdestä neliön muotoi-
sesta paperista. Taitetaan ensin neliön lävistäjät ja keskinormaalit. Taite-
taan alareunan keskinormaali neliön vasemman yläkulman lävistäjän kanssa
kohdakkain keskipisteen kautta kulkevalla taitoksella. Nyt tilanne on palau-
tunut samaan kuin kahden paperin taittelu kahdeksankulmioksi. Taitetaan
paperikerrosten yli menevät pienet kolmiot reunan mukaisesti pois näkyvis-
tä. Avataan paperi siten, että pikkukolmioiden taitokset pysyvät taitettuina
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(kuva 20).
Näin saadaan säännöllinen kahdeksankulmio, jonka kulmien summa on
8 · 180◦ − 360◦ = 1080◦. Tällöin yksi kulma on 135◦. Kahdeksankulmiolla on
20 lävistäjää.
Kuva 20: Taitetaan neliölle sivujen keskinormaalit ja lävistäjät. Taitetaan
vasen alanurkka yläreunan keskinormaalin kanssa päällekäin taitoksella, joka
kulkee neliön keskipisteen kautta. Taitetaan yli menevät kolmiot paperin reu-
nan yli. Saadaan säännöllinen kahdeksankulmio yhdestä neliön muotoisesta
paperista.
1.3.6 Yhteenveto
Kun tiedetään, että neliön jokainen kulma on 90◦, voidaan neliö jakaa kahteen
kolmioon ja saadaan kolmion kulmien summaksi S = 360◦
2
= 180◦. Samoin
voidaan jokainen monikulmio jakaa lävistäjien avulla kolmioihin ja laskea
näin kulmien summa. Monikulmion, jonka kulmien lukumäärä on n, yhdestä
kulmasta voidaan piirtää n−3 kulmaan lävistäjä, joten kolmioita muodostuu
n− 2 kappaletta.
Monikulmion lävistäjien lukumäärän määrittämiseksi voidaan käyttää bi-
nomikerrointa. Kun n on kulmien lukumäärä, voidaan kulmasta kulmaan
tehdä tuloperiaatteen mukaisesti n · (n − 1) janaa. Tämä sisältää sekä ja-
nan AB että janan BA, kun A ja B ovat monikulmion kulmia, joten janoja
on n·(n−1)
2
=
(
n
2
)
, kun suuntaa ei oteta huomioon. Tämä lukumäärä sisältää
myös monikulmion sivut, jotka eivät kuulu lävistäjiin. Siis lävistäjien määrä
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N on n-kulmaisella monikulmiolla
N =
(
n
2
)
− n = n!
2!(n− 2)! − n =
n(n− 1)
2
− n = n
2 − n− 2n
2
=
n2 − 3n
2
.
n S α Lävistäjiä
3 180◦ 60◦ 0
4 360◦ 90◦ 2
5 540◦ 108◦ 5
6 720◦ 120◦ 9
8 1080◦ 135◦ 20
n (n− 2) · 180◦ (n−2)·180◦
n
n2−3n
2
Taulukko 2: Monikulmion kulmien summa, kulman suuruus ja lävistäjien
määrä, kun kulmien määrä tiedetään.
1.4 Säännölliset monitahokkaat
Monitahokas on kappale, joka koostuu useasta sivusta eli tahkosta. Sään-
nöllisellä monitahokkaalla kaikki sivut ovat samanlaisia säännöllisiä moni-
kulmioita, joilla on sama pinta-ala, ja lisäksi jokaiseen kulmaan yhtyy yhtä
monta särmää, jotka kaikki ovat samassa kulmassa toisiinsa nähden. Tällai-
sia kappaleita on viisi: tetraedri, heksaedri eli kuutio, oktaedri, dodekaedri ja
ikosaedri. Niitä kutsutaan Platonin kappaleiksi [Kas01, 54].
Platonin kappaleet voidaan taitella yhdestä paperista tai useasta toisiin-
sa liitettävästä paperista, jolloin sitä kutsutaan moduuliorigamiksi. [Hul12]
Yhdestä paperista taiteltujen kappaleiden ohjeet löytyy John Montrollin kir-
jasta [Mon02]. Ohjeet ovat kuitenkin hyvin haastavia ja vaativat sekä aikaa
että taitoa. Kaikki kappaleet dodekaedria lukuunottamatta on kätevä taitella
käyntikorttiorigameista, jolloin moduulin yksikkö on valmis muutamalla tai-
toksella ja yhteen liittäminen helppoa. Jos kuitenkin haluaa värikkäitä kap-
paleita, jotka on rakennettu samalla tyylillä, hyvät ohjeet moduulien raken-
tamiseen löytyvät Kunihiko Kasaharan kirjasta [Kas01] tai Lewis Simonin,
Bennett Arnsteinin ja Rona Gurkewitzin kirjasta [SAG99].
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(a) (b) (c)
(d) (e)
Kuva 21: Platonin kappaleet. Tetraedri, heksaedri, oktaedri ja ikosaedri ovat
käyntikorttimoduuleja, dodekaedri on rakennettu PHiZZ -yksiköistä.
Monitahokas Tahkot Kuva Pinta-ala Tilavuus
Tetraedri 4 kolmiota 21a
√
3a2 1
12
· √2a3
Heksaedri 6 neliötä 21b 6a2 a3
Oktaedri 8 kolmiota 21c 2
√
3a2 1
3
· √2a3
Dodekaedri 12 viisikulmiota 21d 3
√
5
(
5 + 2
√
5
)
a2 1
4
· (15 + 7√5) a3
Ikosaedri 20 kolmiota 21e 5
√
3a2 1
12
· 5 (3 +√5) a3
Taulukko 3: Platonin kappaleet.
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1.4.1 Käyntikorttiyksiköt
Käyntikorttiyksiköt, joita käytetään Platonin kappaleiden taitteluun, taitel-
laan joko tasasivuisia kolmioita tai neliöitä muodostamalla. Käyntikortti on
perinteisesti 2 tuumaa korkea ja 3,5 tuumaa leveä, mutta kaikki 4 x 7 suhteen
omaavat kortit käyvät taitteluun. [Hul12, s. 158]
Neliöyksikkö taitetaan asettamalla kaksi käyntikorttia päällekäin siten,
että ne ovat eri suuntaisesti ja yhtä paljon joka puolelta toisen kortin päällä
tai alla. Tästä taittamalla ylijääneet osat toisen kortin päälle, saadaan kortin
keskelle neliö, jonka koko on 4 x 4 mittayksikköä.
Kuva 22: Asettamalla kaksi käyntikorttia päällekäin ja taittamalla yli mene-
vät osiot toisen päälle, saadaan kaksi neliöyksikköä.
Tasasivuisia kolmioita voidaan muodostaa taittamalla yhden kortin vas-
takkaiset kulmat kohdakkain joko taittamalla oikea alanurkka ylös vasem-
paan ylänurkkaan (vasenkätinen yksikkö) tai vasen alanurkka oikeaan ylä-
nurkkaan (oikeakätinen yksikkö). Tämän jälkeen taitetaan vielä ne osat, jot-
ka jäävät yksikerroksisena kortin ulkopuolelle, tiukasti muiden korttikerrosten
päälle. Avataan taitokset, jolloin huomataan, että korttiin on muodostunut
neljä kolmiota, joista kaksi näyttää tasakylkisiltä ja kaksi on suorakulmaisia.
Isommat kolmiot voidaan osoittaa tasasivuisiksi löytämällä yhteneviä si-
vuja ja kolmioita. Taitetaan lävistäjä, joka kulkee niiden pisteiden kautta, jot-
ka ensimmäisellä taitoksella asetettiin kohdakkain. Nyt kortin keskelle muo-
dostui suorakulmaisia kolmioita, joiden pitkä kateetti on saman pituinen.
Tiedetään, että samalla puolella lävistäjää olevat kolmiot ovat yhteneviä,
sillä niiden kaikki sivut ovat yhteneviä. Hypotenuusat ovat yhteneviä en-
simmäisen taitoksen nojalla, sillä kaikki taitoksen pisteet ovat yhtä etäällä
kohdakkain asetetuista pisteistä. Jos ajatellaan ensimmäisen taitoksen jatku-
van kortin ulkopuolelle, voidaan todeta kaikkien kolmioiden kulmien olevan
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Kuva 23: Vasemman puoleinen vasenkätinen yksikkö tehdään taittamalla oi-
kea alakulma vasempaan yläkulmaan ja oikeanpuoleinen oikeakätinen teh-
dään taittamalla vasen alanurkka oikeaan yläkulmaan. Taitetaan reunojen
yli menevät osat reunaa pitkin, jolloin yhteen yksikköön muodostuu kaksi
tasasivuista kolmiota.
yhtä suuria, sillä kortin molempien sivujen ulkopuolelle saadaan muodostet-
tua ristikulmat. Täten siis kaikki muodostetut suorakulmaiset kolmiot ovat
keskenään yhteneviä ja isommat kolmiot tasakylkisiä kolmioita, joiden kor-
keusjana kulkee lävistäjää pitkin.
α
Kuva 24: Käyntikortin yksikkö, jossa muodostuu tasasivuisia kolmioita. Kaik-
ki suorakulmaiset kolmiot ovat yhteneviä.
Nyt lävistäjän ja kortin sivun väliin jäävälle pienemmälle kulmalle α saa-
daan lauseke
tanα =
4
7
,
jolloin
α = arctan
(
4
7
)
≈ 30◦.
Nyt tasakylkisten kolmioiden kantakulmat ovat 180◦ − (90◦ + 30◦) = 60◦,
joten kolmiot ovat tasasivuisia.
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1.4.2 Tetraedri
Tetraedri on monitahokas, jolla on neljä tasasivuisen kolmion muotoista tah-
koa. Olkoon tetraedrin tahkon sivun pituus a. Tällöin kappaleen pinta-ala on
A = 4 ·
(
1
2
· a ·
√
3
2
a
)
= 4 ·
√
3
4
a2 [ea07].
Monitahokkaan korkeus h saadaan Pythagoraan lauseen avulla, kun tiede-
tään, että kantakolmion mediaanien leikkauspiste jakaa mediaanin suhteessa
2 : 1. Muodostetaan kantakolmion mediaanit ja piirretään niiden keskipis-
teestä tetraedrin korkeusjana. Tällöin kappaleen sisälle muodostuu suorakul-
mainen kolmio, jonka hypotenuusa on tetraedrin särmä a, pidempi kateetti
on tetraedrin korkeusjana h ja lyhyempi kateetti on 2
3
b, kun b on tetraedrin
pohjakolmion korkeusjana (ks. tasasivuisen kolmion korkeusjana). Korkeus h
saadaan määritettyä Pythagoraan lauseella. Nyt
h2 +
(
2
3
b
)2
= a2
h2 = a2 −
(
2
3
·
√
3
2
a
)2
h2 = a2 − 1
3
a2
h =
√
2
3
a.
Tetraedrin tilavuus saadaan laskettua kartion tilavuutena kaavalla V4 =
1
3
Ap · h, missä Ap on pohjan pinta-ala. Tällöin
V4 =
1
3
Ap · h
=
1
3
·
√
3
4
a ·
√
2
3
a2
=
√
3 · √2a3
12 · √3
=
√
2
12
a3.
Tetraedrimoduulin rakentamiseen tarvitaan kaksi käyntikorttiyksikköä.
Ne voidaan yhdistää joko jättämällä siivekkeet ulos tai taittamalla ne sisään.
Moduuli on kuitenkin paljon stabiilimpi, kun siivet ovat ulkopuolella. Tätä
rakennustapaa kutsutaan halausmekanismiksi.
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1.4.3 Heksaedri
Heksaedri eli kuutio koostuu kuudesta neliön muotoisesta tahkosta. Jokainen
tahko on 90◦ kulmassa viereiseen nähden. Jos kuution sivun pituus on a, niin
sen pinta-ala on A = 6a2 ja tilavuus on V6 = a3. Kuution voi taitella hyvin
monella eri tavalla. Yksinkertaisimmat lienevät käyntikorttimoduuli ja Jack-
sonin kuutio, joilla molemmilla taitteluidea on samankaltainen. Molempiin
moduuleihin tarvitaan kuusi yksikköä, joissa neliön vastakkaisilla reunoilla
on niin sanotut siivekkeet.
Käyntikorteista muodostetaan yksiköt laittamalla kaksi korttia päällek-
käin samaan tasoon kohtisuorassa toisiaan vastaan ja taittamalla ylimene-
vät osat toisen kortin päälle. Näin saadaan yhdellä kerralla kaksi yksikköä.
Kuusi yksikköä kootaan moduuliksi asettamalla yksiköiden keskellä olevat
neliöt kuution tahkoiksi ja jättämällä siivekkeet kuution ulkopuolelle.
Jacksonin kuution yksikkö taitetaan neliön muotoisesta paperista. Teh-
dään ensin merkit jokaisen sivun keskipisteeseen, taitetaan sitten kaksi vas-
takkaista sivua puoleen väliin sivujen keskipisteiden merkkien kohdalle ja lo-
pulta suorakulmion lyhyet sivut keskelle merkkien kohdalle. Tässä kuutiossa
siivekkeet jäävät kuution sisäpuolelle.
1.4.4 Oktaedri
Oktaedri koostuu kahdeksasta kolmion muotoisesta tahkosta. Se muistuttaa
kahta pyramidia, joilla on yhteinen kanta. Oktaedrin tilavuus saadaan las-
kemalla yhden pyramidin tilavuus ja kertomalla se kahdella. Pyramidin tila-
vuus saadaan samoin kuin tetraedrinkin tilavuus, eli Vpyr = 1/3 ·Aph, missä
Ap on pohjan pinta-ala ja h on pyramidin korkeus. Tällöin
V8 = 2 · Vpyr = 2 · 1
3
Aph
=
2
3
a2 ·
√
2
2
a
=
√
2
3
a3,
kun yhden särmän pituus on a.
Oktaedrin voi rakentaa helposti käyntikorttiorigameilla. Moduuliin tarvi-
taan neljä yksikköä, esimerkiksi kaksi oikeakätistä ja kaksi vasenkätistä yksik-
köä. Yksiköt liitetään halausmekanismilla yhteen kuten tetraedrissä, jolloin
siivekkeet jäävät kappaleen ulkopuolelle.
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1.4.5 Dodekaedri
Dodekaedri koostuu 12 säännöllisestä viisikulmiosta, jonka yhdessä kulmas-
sa yhdistyy kolme särmää. Sitä ei voi rakentaa jo esitellyistä käyntikort-
tiyksiköistä, mutta sille löytyy Thomas Hullin kirjasta melko yksinkertainen
mutta työläs ohje. [Hul12, s.177-188] Tässä ohjeessa dodekaedri rakennetaan
PHiZZ-yksiköistä (pentagon hexagon zig-zag unit) ja se löytyy myös tutkiel-
man liitteistä.
1.4.6 Ikosaedri
Ikosaedri on viimeinen Platonin kappaleista. Sen tahkoina toimii 20 tasasi-
vuista kolmiota ja sen yhteen kulmaan yhtyy viisi särmää. Ikosaedri voidaan
rakentaa viidestä vasenkätisestä ja viidestä oikeakätisestä käyntikorttiyksi-
köistä halausmekanismilla. Moduuli on kuitenkin hauras, joten sen rakenta-
misessa on hyvä käyttää esimerkiksi teippiä apuna.
1.5 Muita monitahokkaita
Käyntikorttiyksiköistä, joihin on taiteltu tasasivuisia kolmioita, voi rakentaa
myös muita monitahokkaita. Ehtona on kuitenkin, että kappaleiden tahkot
on oltava tasasivuisia kolmioita ja yhteen kärkeen yhdistyy korkeintaan vii-
si särmää. Näistä hyvinä esimerkkeinä toimivat viisi Johnsonin kappaletta:
kolmiopohjainen dipyramidi (kuva 25a), täydennetty disfenoidi (kuva 25b),
viisikulmiopohjainen dipyramidi (kuva 25c), kolmiopohjainen prisma kupo-
lilla (kuva 25d) ja pyörteinen neliöpohjainen dipyramidi (kuva 25e).2 [Hul12,
s. 156-158] Johnsonin kappaleita on kaiken kaikkiaan 92 kappaletta.
Arkhimedeen kappaleet ovat puolisäännöllisiä monitahokkaita, joiden tah-
kot ovat aina säännöllisiä monikulmioita ja kaikki kärjet samanlaisia. Ark-
himedeen kappaleilla jokainen särmä on yhtä pitkä. Niitä on yhteensä 13
kappaletta, joista tyypillisimpiä ja tutuimpia esimerkkejä ovat tylpätty kuu-
tio, kuboktaedri ja tylpätty ikosaedri. Tylpätty kuutio ja kuboktaedri (kuva
26) voidaan rakentaa kuutiosta lommauttamalla kulmia. Kulman lommau-
tus tarkoittaa kulman taittamista sisään. Kuboktaedrissa lommautus teh-
dään puoleen väliin, jolloin kuution tahkosta tulee neliö. Tylpätty kuutio
lommautetaan vain siihen asti, että kuution tahkosta tulee säännöllinen kah-
deksankulmio. Tylpätty ikosaedri on varmasti suurimmalle osalle ihmisistä
2Kappaleiden nimet ovat vapaasti suomennettuja.
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(a) Triangular dipy-
ramid.
(b) Snub disphenoid. (c) Pentagonal dipy-
ramid.
(d) Triaugmented triangular
prism.
(e) Gyroelongated square di-
pyramid.
Kuva 25: Johnsonin kappaleet, jotka voidaan rakentaa käyntikorttiyksiköistä.
tuttu, sillä sen kuvio toistuu jalkapallon pinnalla. Jalkapallo voidaan raken-
taa PHiZZ-yksiköistä [Hul12, s. 177-188].
Kuva 26: Tylpätty kuutio vasemmalla ja kuboktaedri oikealla. Tylpätyn kuu-
tion tahkot ovat säännöllisiä kahdeksankulmioita tai kolmioita. Kuboktaedrin
tahkot ovat neliöitä tai tasasivuisia kolmioita.
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Kun kuutiosta rakennetaan kuboktaedria ja ollaan lommautettu vain yk-
si kulma, saadaan välivaiheena Columboksen kuutio (kuva 27). Ohje Colum-
boksen kuution lommauttamiseen kuutiosta löytyy tutkielman liitteestä 4.
Kuva 27: Columboksen kuutio on muodostettu Jacksonin kuutiosta taitta-
malla yksi kulma sisään.
Lisää monitahokkaita ja niiden taittelukaavioita löytyy kirjoista [Mon02],
[Mon04].
1.6 Fraktaalit
Perinteisesti koulugeometria käsittelee yksi-, kaksi- tai kolmiulotteisia kuvioi-
ta ja kappaleita. Jos tarkastelemme matematiikkaa koulukirjojen ulkopuolel-
la, huomaamme esimerkiksi luonnossa asioita, joita ei voida kunnolla kuva-
ta millään kokonaisluku-ulottuvuudella tai mittakaavalla. Tällaisia objekteja
kutsutaan fraktaaleiksi. Tyypillinen esimerkki fraktaalista on rantaviiva, jol-
le saadaan suuren mittakaavan kartasta määritettyä jokin (epämääräinen)
pituus. Kun kartan mittakaava pienenee, rantaviivan pituus kasvaa, koska
joudumme laskemaan tarkemmin kaikki saariston poukamat. Kun lasketaan
rantaviivan pituutta rannalta käsin, se kasvaa edelleen, sillä joudumme otta-
maan huomioon kivet ja pienetkin poukamat. Mitä tarkemmin mitataan, sitä
pidemmän pituuden rantaviivalle saamme, joten voidaan arvioida pituuden
kasvavan äärettömään äärellisellä pinta-alalla. Monet fraktaalit ovat itsesi-
milaarisia, eli ne toistavat itseään, kun tarkastellaan niiden rakennetta aina
lähempää ja lähempää. [Kar06, s. 74-75]
Tässä luvussa esittelen kaksi origameilla muodostettavaa fraktaalia.
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1.6.1 Fraktaalidimensio
Fraktaalin ulottuvuutta voidaan kuvata Hausdorff-dimensiolla. Dimensio voi-
daan määrittää venyttämällä alkutilannetta. Tällöin mittakaava ennen ja
jälkeen venyttämistä on
(
r
1
)D
= rD, missä r on venytyskerroin ja D on
kappaleen ulottuvuus. Itsesimilaarisilla joukoilla voidaan mittakaava laskea
myös tutkimalla, kuinka monta samanlaista osaa kuin alkutilanteessa esiin-
tyy venytyksen jälkeisessä lopputilanteessa, ja jakamalla luvut keskenään.
Esimerkiksi jana, jonka pituus on a, venytetään kaksinkertaiseksi, jolloin al-
kuperäinen jana esiintyy kaksi kertaa lopputilanteessa. Tällöin mittakaavaksi
saadaan sekä 2D että 2a
a
. Mittakaava on oltava sama, jolloin ulottuvuudeksi
janalle saadaan D = log 2
log 2
= 1.
Pinta-alalle saadaan ulottuvuudeksi D = 2, sillä kun neliö, jonka sivun
pituus on a ja pinta-ala a2, venytetään neliöksi, jonka sivun pituus on 2a ja
pinta-ala 4a2, saadaan lauseke 2D = 4a2
a2
, josta edelleen saadaan dimensioD =
2. Tilavuudelle saadaan samalla päättelyllä dimensio D = 3, sillä kuutio,
jonka sivun pituus on a ja tilavuus a3, esiintyy 8 kertaa kuutiossa, jonka
sivun pituus on 2a ja tilavuus (2a)3 = 8a3.
Tarkempi matemaattinen määritelmä ja selitys löytyvät Ilkka Holopaisen
luentomateriaalista Moderni reaalianalyysi [Hol11, s. 25].
1.6.2 Fraktaaliportaat
Pop-up -fraktaaliportaat rakennetaan leikkaamalla paperia, joten se on oi-
keastaan kirigami. Kirigami on origamivariaatio, johon kuuluu paperin tait-
telun lisäksi leikkaaminen. Portaikon rakentamiseen käy minkä muotoinen
paperi tahansa, mutta tässä esimerkissä ne on rakennettu A4-muotoisella
paperilla, joka on aluksi taitettu keskeltä kahtia. Merkitään paperin lyhyttä
sivua kirjaimella b ja pitkää sivua 2a, jolloin kaksinkertaisen paperin pitkä
sivu on b ja lyhyt sivu a. [BSH15]
Portaiden ensimmäinen iteraatio saadaan aikaiseksi leikkaamalla A4-pape-
rin puolittavan taitoksen keskinormaalia pitkin paperin puoleen väliin ja tait-
tamalla leikkauksen oikean puoleinen alkuperäinen taitos paperin sisälle. Kun
paperi avataan, nousee oikeaan reunaan porras, jonka leveys on 1
2
b ja kor-
keus sekä syvyys 1
2
a. Toinen iteraatio muodostetaan tekemällä syntyneeseen
portaaseen samanlainen leikkaus kuin ensimmäisessä iteraatiossa. Näin muo-
dostuu kaksi uutta porrasta, joiden leveys on 1
4
b ja korkeus 1
4
a. Kolmannessa
iteraatiossa muodostuu 4 uutta porrasta, joiden leveys on 1
8
b ja korkeus 1
8
a.
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Jatketaan tätä uudelleen ja uudelleen.
Tarkastellaan portaikkoa sivusuunnassa. Nyt iteraation ensimmäisessä
vaiheessa on yksi porras: neliö, jonka pinta-ala on
(
1
2
a
)2
= 1
4
a2. Toisessa
iteraatiossa on ensimmäisen portaan lisäksi kaksi porrasta, joiden pinta-alat
ovat
(
1
4
a
)2
= 1
16
a2. Kun lasketaan kaikkien portaiden pinta-alat yhteen, huo-
mataan, että pinta-alojen summa kasvaa koko ajan. Kun iteraatioiden lu-
kumäärä kasvaa kohti ääretöntä, niin pinta-alojen summa lähestyy portaita
rajaavan kolmion pinta-alaa 1
2
a.
Iteraatio Portaiden Portaan Portaan Portaiden pinta-
lukumäärä korkeus pinta-ala alojen summa
1 1 a
2
(
a
2
)2 (a
2
)2
2 2 a
4
(
a
4
)2
2 · (a
4
)2
3 4 a
8
(
a
8
)2
4 · (a
8
)2
4 8 a
16
(
a
16
)2
8 · ( a
16
)2
n 2n−1 a
2n
(
a
2n
)2
2n−1 · ( a
2n
)2
Taulukko 4: Pop-up portaissa muodostuneet portaat ja niiden pinta-alat si-
vusta katsottuna.
Iteraatio Kaikkien portaiden
pinta-alojen summa
1
(
a
2
)2
2
(
a
2
)2
+ 2 · (a
4
)2
3
(
a
2
)2
+ 2 · (a
4
)2
+ 4 · (a
8
)2
4
(
a
2
)2
+ 2 · (a
4
)2
+ 4 · (a
8
)2
+ 8 · ( a
16
)2
n
∑n
i=1
(
2i−1 · ( a
2i
)2)
Taulukko 5: Pop-up portaiden kumulatiivinen pinta-alojen summa.
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(a) Leikataan paperin keskelle puolik-
kaan sivun a pituinen jana ja taite-
taan katkoviivaa pitkin porras pape-
rin sisään.
(b) Avataan paperi, jolloin näh-
dään ensimmäinen iteraatio pop-up -
portaana.
(c) Leikataan muodostuneen portaan
keskeltä neljäsosan mittainen jana ja
taitetaan katkoviivaa pitkin portaat
paperin sisään.
(d) Fraktaaliportaiden toinen iteraa-
tio.
(e) Kolmas iteraatio. (f) Neljäs iteraatio. (g) Viides iteraatio.
Kuva 28: Pop-up -fraktaaliportaat.
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1.6.3 Mengerin pesusieni
Mengerin pesusieni on nimensä veroisesti kolmiulotteinen ja hyvin reikäinen
kappale. Sen alkuaskel on kuutio, jonka sivun pituus olkoon a. Ajatellaan
kuution koostuvan 27 pienemmästä kuutiosta, joiden sivun pituus on 1
3
a.
Fraktaalin ensimmäinen iteraatio saadaan aikaiseksi poistamalla jokaiselta
tahkolta keskimmäinen pikkukuutio sekä koko kuution keskimmäinen pikku-
kuutio. Nyt olemme saaneet aikaiseksi 20 pikkukuutiosta koostuvan kappa-
leen. Toisessa iteraatiossa jaetaan jokainen pikkukuutio 27 vielä pienempään
kuutioon ja poistetaan jälleen tahkojen ja koko pikkukuution keskimmäiset
kuutiot. Huomataan, että sienen tilavuus pienenee koko ajan, sillä poistam-
me siitä osia, mutta pinta-ala sen sijaan kasvaa kerta kerralta. Voidaankin
sanoa, että koko fraktaalin tilavuus lähenee nollaa ja pinta-ala lähenee ääre-
töntä, kun iteraatioiden määrä lähestyy ääretöntä. [Hul12, s. 201-207]
(a) Alkuaskel. (b) Ensimmäinen iteraatio. (c) Toinen iteraatio.
Kuva 29: Mengerin pesusieni.
Mengerin sieni on kätevä tehdä käyntikorttikuutioista, jotka liitetään yh-
teen kuution sivun yli menevistä siivekkeistä. Sieni kuitenkin pitää rakentaa
pienestä isoon päin toisin kuin edellisessä luvussa esitellyt fraktaaliportaat.
Alkuaskel on siis todellisuudessa yksi pikkukuutio, jonka ympärille lähdetään
rakentamaan pesusienimoduulia. Ensimmäinen iteraatio koostuu 20 pikku-
kuutiosta, jotka on liitetty toisiinsa kuvan 30 mukaisesti. Toinen iteraatio
koostuu jo 20 · 20 = 400 kuutiosta, joten sen toteuttamiseen vaaditaan aikaa
tai paljon ihmisiä taittelemaan kuutioita.
Sienen dimensio voidaan määrittää venyttämällä kuutiota, jonka sivun
pituus on a, kolmella. Saadaan kuutio, jonka sivun pituus on 3a ja joka sisäl-
tää 20 kappaletta alkuperäisiä kuutioita. Mittakaavaksi saadaan siis toisaalta
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Iteraatio Kuutioita Kuution Kuution Koko kappaleen
sivun pituus tilavuus tilavuus
0 1 a a3 6a2
1 20 a
3
1
9
a3 20
9
a3 ≈ 2,22 · a3
2 400 a
9
1
729
a3 400
729
a3 ≈ 0,55 · a3
n 20n−1 a
3n−1
1
33n−3a
3 20n−1
33n−3 a
3
Taulukko 6: Pop-up portaissa muodostuneet portaat ja niiden pinta-alat si-
vusta katsottuna.
Kuva 30: Asetetaan toisen kuution siivekkeet toisen kuution siivekkeiden si-
sään. Suljetaan siivekkeet yläpuolelta.
3D ja toisaalta 20a3
a3
, joten dimensioksi D saadaan
3D =
20a3
a3
log 3D = log 20
D =
log 20
log 3
≈ 2,73.
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2 Origamit matematiikan opetuksessa
Tämä osio käsittelee origamien yhdistämistä matematiikan opetukseen. Ko-
kemukseni mukaan niillä oppitunneilla, joilla paperin taittelu on opetusmuo-
tona, opittava aihepiiri ei liity millään tavalla matematiikkaan. Esimerkiksi
helsinkiläisellä alakoululla opettava tuttuni yhdisti paperin taittelun kuva-
taiteeseen ja muotoiluun. Origamit ovat hyvin havainnollistava tapa opettaa
esimerkiksi geometriaa, mutta niiden avulla voidaan oppia myös monia mui-
ta käsitteitä sekä matematiikasta että matematiikan ulkopuolelta. Origamit
liittyvät moniin ilmiöihin, jotka yhdistyvät useamman oppiaineen sisältöihin.
Näistä esimerkkejä ovat muun muassa avaruus ja satelliitit sekä lentomatkai-
lu. Uskon origameista saavan vaihtelua myös ilmiöpohjaiseen oppimiseen.
Ennen varsinaisia tuntisuunnitelmia avaan hieman vuonna 2016 voimaan
astuvaa opetussuunnitelmaa ja sitä, miten origamit soveltuvat sen sisältöi-
hin. Lisäksi esittelen muutaman tutkimuksen, jotka käsittelevät origameja
opetuksessa.
2.1 Katsaus opetussuunnitelman perusteisiin
Vuonna 2016 voimaan tuleva peruskoulun opetussuunnitelma (POPS 2014)
[Ope14] antaa hyvät mahdollisuudet origamien sisällyttämiseksi matematii-
kan opetukseen, sillä siinä korostetaan vaihtelevia työtapoja ja yksilön tah-
tiin etenemistä. POPS korostaa oppilaan aktiivisuutta sekä yksin ja yhdessä
tekemistä. Työtavoissa suositaan pelillisyyttä ja leikkejä. Matematematiikan
osalta POPS korostaa konkreettisuutta. Lisäksi korostetaan taitojen merki-
tystä. Näillä menetelmillä pyritään vahvistamaan oppilaan minäkuvaa, edis-
tämään myönteisiä tunnekokemuksia ja oppimisen iloa ja innostetaan kehit-
tämään omaa osaamista.
Peruskoulun opetussuunnitelman laaja-alaisen osaamisen yleisissä tavoit-
teissa olennaista on, että oppilas harjaantuu oppimaan kokonaisuuksia teke-
mällä itse havaintoja. Tämä tehdään mahdolliseski yhdistämällä opetuksessa
eri tiedonalojen tietoja ja taitoja. Ajattelun ja oppimaan oppimisen kehit-
tymistä pyritään tukemaan tutkimuksellisilla ja luovilla työtavoilla, yhdessä
tekemisellä sekä tarjoamalla mahdollisuuksia aiheeseen syventymiseen ja kes-
kittymiseen. Erityisesti matematiikan laaja-alaisessa osaamisessa ohjataan
oppilasta hyödyntämään matematiikkaa monipuolisesti muissa oppiaineissa,
omassa elämässään ja ympäröivässä yhteiskunnassa.
Origamit ovat konkreettinen tapa käyttää ja soveltaa matematiikkaa. Se
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on hyvin havainnollistavaa ja tukee heikomman avaruudellisen hahmotusky-
vyn omaavia oppilaita. Niiden avulla opetusta voi eriyttää molempiin suun-
tiin sekä hitaammille että nopeammille oppijoille. Origamit soveltuvat lisäksi
tutkimukselliseen oppimiseen, josta annan esimerkkejä tuntisuunnitelmissani
luvussa 3.3.
2.2 Origametria
Origametria tulee sanoista origami ja geometria. Termi on luotu kuvaamaan
Israelin Origamikeskuksen IOC lanseeraamaa opetusmenetelmää, jonka ta-
voite on opettaa geometrian peruskäsitteitä origamitaittelun avulla. Golanin
ja Jacksonin artikkelin julkaisun aikaan menetelmä on ollut käytössä 70 pe-
ruskoulussa ja sitä on opettanut 40 erityiskoulutuksen saanutta opettajaa
[GJ09].
Origametrian tavoite on kehittää oppilasta kolmella tasolla: kognitiivisel-
la, emotionaalisella ja motorisella tasolla. Kognitiivisella tasolla origametrian
avulla kehittyy avaruudellinen hahmotuskyky, looginen ajattelu, keskittymi-
nen ja perehtyneisyys, mielikuvitus ja sen käyttö ajattelussa sekä tieto (opit-
tavasta asiasta). Emotionaalisella tasolla kehitetään oppilaan itsetuntoa sa-
malla, kun oppilas oppii tiedostamaan saavutuksen tai onnistumisen tunteen.
Motorisella tasolla kehittyy niin motoriikka kuin silmä-käsi -koordinaatiokin.
Origametrian opetus on suunniteltu tarkkaan ja sen opettajia koulutetaan
jatkuvasti. Opettajia koskevat tietyt periaatteet tai säännöt, joiden mukaan
opetus tulee toteuttaa:
1. Opetustavan on oltava positiivinen. Opetuksessa tai palautteenannossa
ei saa kritisoida tai käyttää negatiivisia termejä. Esimerkiksi opettaja ei
saa sanoa “tämä taitos ei ole hyvä/oikein”, vaan parempi tapa on ensin
kehua tehtyjä taitoksia ja tämän jälkeen kehoittaa avaamaan taitos ja
taittaa toisella tavalla uudestaan. Tämä edesauttaa myös heikompien
kokevan tunnetta siitä, että he voivat taitella kuten muutkin.
2. Taitoksen tarkkuutta ei tarkastella. Jos oppilas kysyy, onko taitos hy-
vä, niin kysymyksen voi palauttaa takaisin oppilaalle kysymällä onko
hän tehnyt taitoksen juuri niin huolellisesti kuin vain suinkin pystyy tai
osaa. Tällä tavalla oppilasta voi auttaa tarkastelemaan omaa työtään ja
panostamaan taitosten tarkkuuteen, mikä kehittää oppilaan tarkkuut-
ta ja vähentää epäonnistumisen, tyytymättömyyden ja pettymyksen
tunteita.
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3. Opettaja ei saa ikinä taitella oppilaan työtä, vaan opettajalla on oltava
oma malli, josta hän näyttää tietyn taitoksen tarvittaessa uudelleen
ja uudelleen. Parhaiten oppilas kokee onnistumisen ja omistajuuden
tunteen, kun saa taiteltua malliin loppuun asti aivan itse.
4. Mallit on valittava huolella ja niiden taitossarjaa on tarvittaessa pa-
ranneltava, jotta opettajan ei tarvitse selittää vaiheita kuin kerran ja
oppilas saa helposti ohjeistuksesta kiinni.
5. Opettajan on annettava positiivisia kannustimia. Opettajan on annet-
tava positiivista palautetta jokaisesta taitoksesta, jonka tekemistä hän
seuraa.
6. Mallin nimeä ei ikinä paljasteta taitteluvaiheessa! Näin ollen oppilas
keskittyy jokaisen yksittäisen taitoksen geometriaan sen sijaan, että
ajattelee sen olevan vain välivaihe valmiin mallin rakentamiseksi. Täl-
lä tavalla jokaisen taitoksen kohdalla oppilas käyttää mielikuvitustaan
miettimällä mihin taittaminen johtaa ja minkälainen malli voisi loppu-
tuloksesta tulla. Opettajalla säilyy mallin kontrolli ja oppilaiden mie-
lenkiinto säilyy mallin valmistumiseen asti. Lopussa voi toisinaan koit-
taa yllätys!
Syyt, joiden vuoksi origametrian on havaittu toimivan, ovat yksinker-
taiset. Origametriaa hallitsevat täsmälliset didaktiset periaatteet. Jokaisel-
le tunnille on vain pari tiettyä käsitettä, joiden oppimiseen keskitytään niin
mallin kuin mallin käsittelyn avulla. Opettajalla on tietyt metodit, jotka var-
mistavat oppilaan onnistumisen ja tyytyväisyyden, ja jotka täten ruokkivat
oppilaan mielenkiintoa ja innostusta. Origametrian ja koulun matematiikan
opettajat tekevät yhteistyötä, jotta käsitteet käsitellään loogisessa järjestyk-
sessä ja origametrian tunnilla opittuja asioita päästään hyödyntämään heti
matematiikan tunnilla. Lisäksi origametrian opettajia koulutetaan jatkuvasti
ja heidän näkökulmansa ja kokemuksensa otetaan huomioon koulutuksessa
ja origametrian kehittämisessä.
2.3 Tuntisuunnitelmat
Tässä luvussa käsittelen suunnittelemani tuntisuunnitelmat. Olen tuottanut
yläkoulun opettajille materiaaleja eri aiheista, joiden matemaattista pohjaa
olen avannut tarkemmin aiemmissa luvuissa. Suunnittelemani tuntisuunni-
telmat ovat vapaasti käytössä ja muokattavissa.
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2.3.1 Rationaaliluvut, lukusuora ja fraktaalit
Kesto: 45 min.
Opetustapa:Opettajajohtoinen tutkimuksellinen opetus tai yksilö- tai pien-
ryhmätyöskentelyä työmonisteen mukaan.
Välineet ja materiaalit: Erivärisiä A4-kokoisia tulostuspapereita, saksia,
moniste (liite 1), fraktaaliportaiden taittelukaavio (liite 2).
Tavoitteet: Oppilas tutustuu lukusuoraan itsesimilaarisena ilmiönä. Oppi-
las oppii, mitä murtolukumuoto tarkoittaa. Oppilas tutustuu myös fraktaa-
leihin, jotka edustavat matematiikan ilmiömäistä puolta.
Tunti on suunniteltu toteutettavaksi pienissä ryhmissä tai yksin. Tunti so-
veltuu oppilaan omaan tahtiin opiskeltavaksi, mutta sen voi myös opettaa
opettajajohtoisesti hyödyntämällä esimerkiksi monisteen (liite 1) kysymyk-
siä tai runkoa. Päätavoite tunnilla on huomata, että kokonaislukujen välillä
on olemassa äärettömän paljon lukuja, ja että tietyn pituinen jana voidaan
jakaa äärettömän moneen osaan. Fraktaalit toimivat tässä tapauksessa vain
motivaattorina, joilla herätellään oppilaan mielenkiintoa matematiikkaan ja
lisätään ymmärrystä siitä, että matematiikka ei ole vain pelkkää laskemista.
Tunti aloitetaan kertaamalla kokonaislukuja, jonka jälkeen rakennetaan
fraktaaliportaat ohjeen mukaisesti. Tarkoitus on palauttaa mieleen, että ko-
konaisluvut ovat niin sanottuja täysiä tai kokonaisia lukuja, jotka ovat aina
kokonaisen yhden luvun päässä toisistaan. Aiheeseen johdattelevina kysy-
myksinä toimivat esimerkiksi:
• Mitä ovat kokonaisluvut?
• Mainitse muutamia kokonaislukuja.
• Kuinka suuri on pienin mahdollinen väli kahden eri kokonaisluvun vä-
lillä?
• Voiko välin jakaa osiin?
• Jos voi, niin kuinka moneen?
• Onko kokonaislukujen välissä lukuja?
Portaiden rakentamisen jälkeen voidaankin kysyä, kuinka monta iteraatiota
tai askelmaa portaikkoon voidaan tehdä ja loppuuko paperi koskaan kesken.
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Jos oppilaat vastaavat, että paperi loppuu kesken, voidaan kysyä, mitä tapah-
tuu, jos portaiden taittelu aloitettiin isommalta paperilta. Mitä tapahtuu jos
paperi on alussa hyvin (tai jopa äärettömän) iso? Apuna voidaan myös käyt-
tää oppilaille tuttua kameran zoomaus-toimintoa: jos kuvaa suurennetaan,
niin esimerkiksi pinsettien avulla voisi olla mahdollista tehdä vielä muuta-
ma iteraatio lisää. Ja jos kuvaa voidaan koko ajan suurentaa edellisestä, niin
paperi ei ikinä loppuisi kesken.
Tämän jälkeen mietitään, kuinka leveä porras ensimmäisellä iteraatiol-
la saatiin aikaiseksi, jos paperin leveydeksi (A4-kokoisen paperin lyhyt sivu)
alussa määrätään 1. Mietitään myös, kuinka leveät portaat seuraavilla ite-
raatioilla muodostuu, jolloin päästään käsiksi murtolukuihin 1/2, 1/4, 1/8 ja
niin edelleen. Opettaja voi kertoa lukujen tarkoittavan muotoa ”yksi jaettuna
kahteen/kahdella” tai ”yksi kahdesosaa”. Voidaan kysyä vielä, kuinka pienek-
si portaan leveys voidaan saada ja mitä muotoa luku on. Näiden kysymysten
kautta otetaan uudelleen käsittelyyn johdattelukysymykset, kuinka monta lu-
kua mahtuu kokonaislukujen 0 ja 1 väliin ja kuinka moneen osaan janan voi
jakaa. Tässä vaiheessa oppilaalle pitää jäädä muistikuva myös siitä, että ko-
konaislukujen välissä on myös sellaisia lukuja, joita ei saada jakamalla janaa
millään siistillä luvulla osiin. Tähän opettaja voi antaa suoran esimerkin.
Lopuksi pohditaan, mikä on fraktaali. Oppitunnilla rakennettiin porrasra-
kennelma, joka toistuu jokaisella suurennoksella samanlaisena. Opettaja voi
kertoa tällaista rakennelmaa kutsuttavan itsesimilaariseksi ja fraktaaliksi. So-
piva kotitehtävä oppilaille voisi olla kuution taittelu kuudesta käyntikortista
ohjeen mukaan. Tavoitteena olisi, että seuraavan tunnin alussa opettajalle
olisi tuotu 20 valmista kuutiota, jotka koko ryhmän kesken liitetään yhteen
Mengerin pesusienen ensimmäisen iteraation rakentamiseksi. Opettaja voi
esitellä Mengerin pesusienestä toisen iteraation kuvan avulla. Esittelyssä on
hyvä pitää mielessä, mikä fraktaali on ja miten se sienen tapauksessa nä-
kyy. Toisen iteraation rakentaminen voidaan ottaa myös ryhmän yhteiseksi
projektitehtäväksi, jota edistettäisiin aina, kun tunnin lopussa on aikaa.
2.3.2 Murtojanat ja murtolukujen suuruudet
Kesto: 45 min.
Opetustapa: Pari-/pienryhmätyöskentely.
Välineet ja materiaalit: Origamipaperia, työmoniste (liite 3).
Tavoitteet: Oppilas tutustuu taittelun kautta murtolukuihin ja niiden kes-
kinäisiin suuruuksiin.
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Tunnilla tutustutaan murtolukuihin ja niiden keskinäisiin suuruusjärjestyk-
siin. Tunti on suunniteltu toteutettavaksi kahden hengen ryhmille, jolloin
ryhmän molemmat jäsenet osallistuvat yhteisten murtojanojen taitteluun.
Jokaiselle parille jaetaan alussa origamipaperia ja ohjeet neliön sivun jaka-
miseksi luvuilla 2, 3, 5, 6, 8 ja 10. Parit taittelevat murtojanat tutkielman
matemaattisessa osiossa esitellyllä tavalla (diagonaalin leikkaaminen) esimer-
kiksi siten, että kumpikin taittaa kolme paperia. Taittelun jälkeen parit tut-
kivat yhdessä vastauksia seuraaviin kysymyksiin:
• Jos murtoluvun osoittaja kasvaa ja nimittäjä pysyy samana, niin miten
luku muuttuu? Suureneeko vai pieneneekö se?
• Jos murtoluvun nimittäjä kasvaa ja osoittaja pysyy samana, niin miten
luku muuttuu? Suureneeko vai pieneneekö se?
• Jos sekä osoittajaa että nimittäjää kasvatetaan, niin miten luku muut-
tuu?
Näiden kysymysten kohdalla opettajan on oltava tarkkana, että oppilaat
ymmärtävät kolmannen kysymyksen olevan kompa. Opettajalla onkin hy-
vä olla esimerkkejä, joissa luku kasvaa ja toisaalta taas pienenee. Esimer-
kiksi luku 2
3
kasvaa joka kerta, kun osoittaja ja nimittäjä kasvavat yhdellä:
2
3
< 3
4
< 4
5
< 5
6
< . . . . Toisaalta jos osoittaja kasvaa joka kerralla yhdellä ja
nimittäjä kasvaa kahdella, niin luku 2
3
pienenee: 2
3
> 3
5
> 4
7
> . . . .
Lisäksi oppilaat saavat monisteen (liite 3), jossa on murtojanoilla ratkais-
tavia tehtäviä. Tehtävät käsittelevät pääosin murtolukujen keskinäisiä suu-
ruuksia, mutta seassa on myös murtolukujen laskuja.
2.3.3 Säännölliset monikulmiot
Kesto: 75 min.
Opetustapa: Pistetyöskentely pienryhmissä tai yksin.
Välineet ja materiaalit: Origamipaperia, työmonisteet/-ohjeet (liite 4).
Tavoitteet: Oppilas tutustuu monikulmioihin taittelemalla, oppilas oppii
säännöllisen monikulmion ja lävistäjän määritelmän sekä osaa laskea mo-
nikulmion kulmien summan ja säännöllisen monikulmion kulman. Oppilaan
visuaalinen hahmotuskyky ja käden taidot paranevat ja oppilas harjaantuu
arvioimaan omaa työtään.
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Tunti on suunniteltu pidettäväksi rastimuotoisena. Rastit voi suorittaa yk-
sin tai pienryhmissä ja jokaisella rastilla on työohje, jossa on kysymyksiä ja
taitteluohjeita. Jokaiselta rastilta on löydyttävä myös vähintään yksi tait-
telupaperi oppilasta kohden, mutta mielellään myös ylimääräisiä papereita.
Rastikysymykset ovat tutkimuksellisia, jolloin paperia voi kulua pelkästään
kokeiluun.
Ensimmäisellä rastilla käsitellään neliö. Avainkysymyksiä ovat: kuinka
monta sivua neliössä on, kuinka suuri yksi kulma on, paljonko kulmien sum-
ma on ja montako lävistäjää neliöllä on. Lisäksi rastilla lasketaan neliön
pinta-ala ja yritetään löytää neliön muotoiselta paperilta taittelemalla sellai-
nen neliö, jonka pinta-ala on puolet alkuperäisestä.
Toisella rastilla tutustutaan tasasivuiseen kolmioon. Oppilaat vastaavat
kysymyksiin, joissa selvitetään, kuinka monta sivua kolmiossa on, mikä on
kulmien summa, kuinka suuri on yksi kulma ja miten pinta-ala lasketaan.
Tehtävissä auttaa, jos neliö on käsitelty ennen kolmiota, sillä kolmion kulmien
summa ja pinta-ala voidaan johtaa neliön kulmien summasta ja pinta-alasta
puolittamalla. Lopuksi neliön muotoiselle paperille taitellaan tasasivuinen
kolmio joko pienempänä niin, että neliön sivu on kolmion kanta, tai niin, että
kolmion pinta-ala on suurimmillaan. Nopeimmat taittelijat voivat taitella
molemmat kolmiot, jolloin seuraavalla rastilla saadaan hyödynnettyä toista.
Näiden tilanteiden taittelu on käsitelty matematiikan osiossa.
Kolmannella rastilla hyödynnetään edellisellä rastilla taiteltua tasasivuis-
ta kolmiota, josta taitellaan sännöllinen kuusikulmio. Huomataan, että sään-
nöllinen kuusikulmio sisältää kuusi tasasivuista kolmiota, jolloin voidaan las-
kea yhden kulman suuruus ja kaikkien kulmien summa. Yhden kulman suu-
ruus on kaksi tasasivuisen kolmion kulmaa, eli 60◦ + 60◦ = 120◦. Taitellaan
kuusikulmiolle myös lävistäjät ja huomataan, että niitä on yhdeksän kappa-
letta.
Neljännellä rastilla taitellaan kahdesta pikkuneliöstä säännöllinen kah-
deksankulmio. Neliöille on taitettava ensin lävistäjät ja keskinormaalit, jonka
jälkeen ne asetetaan päällekkäin siten, että toisen neliön lävistäjät asettuvat
toisen keskinormaalien kanssa kohdakkain. Tämän jälkeen taitellaan kulmat
toisen paperin päälle. Kun säännöllinen kahdeksankulmio on saatu taiteltua,
tutkitaan sen kulmia ja niiden summaa. Havaitaan, että kahdeksankulmio
koostuu kolmioista, jolloin kulmien summa voidaan laskea kolmion kulmien
summan avulla. Tämän jälkeen taitellaan kaikki lävistäjät ja lasketaan niiden
määrä. Nopeimmille esitellään lopuksi ongelma: miten säännöllisen kahdek-
46
sankulmion saa taiteltua yhdestä neliöstä?
Jos näiltä rasteilta jää aikaa, on seuraavana vuorossa viisikulmio. Tähän
opettaja voi antaa suoraan taitteluohjeen (liite 4). Taiteltuaan oppilaat saa-
vat pohtia, kuinka kulmien summan voisi laskea. Viisikulmioon muodostuu
viisi tasakylkistä kolmiota, joiden kulmien yhteissummasta on otettava pois
kulmion keskellä olevien kärkien summa, eli 360◦. Monikulmiot voidaan jakaa
myös lävistäjien avulla kolmioihin, joiden kulmien summan avulla saadaan
monikulmion kulmien summa. Oppilaat tutkivat lopuksi taittelemalla myös
viisikulmion lävistäjien lukumäärän. Tämä osio sopii myös kotitehtäväksi,
sillä toimintatapa ja kysymykset ovat oppilaille tuttuja ja opettaja antaa
suoraan taitteluohjeen.
2.3.4 Platonin kappaleet ja muut monitahokkaat
Kesto: 60 min.
Opetustapa: Opettajajohtoinen tutkimuksellinen opetus.
Välineet ja materiaalit: Käyntikortteja, origamipaperia, teippiä (ja opet-
tajan rakentamat valmiit mallikappaleet).
Tavoitteet: Oppilaan matemaattinen päättelykyky ja avaruudellista hah-
mottamiskyky kehittyy. Oppilas tutustuu säännöllisiin ja puolisäännöllisiin
monitahokkaisiin ja ymmärtää mitä eroa niillä on.
Tällä tunnilla oppilaat tutustuvat monitahokkaisiin. Tunnin päätavoite on
kehittää oppilaan matemaattista päättelykykyä ja avaruudellista hahmotta-
mista, vaikka osa tunnin materiaalista ohittaa opetussuunnitelman matema-
tiikan sisällöt. Tunnin tavoite on myös lisätä oppilaan sisäistä motivaatiota
ja onnistumisen elämyksiä taittelun ja tutkimuksellisuuden avulla.
Tutustutaan aluksi käyntikorttiorigameihin. Taitellaan aluksi kaksi vasen-
tai oikeakätistä yksikköä. Millaiset kolmiot yksikköön muodostuu? Onko kol-
miot todella tasasivuisia? Tätä voidaan tutkia pyörittämällä yksikköjä pääl-
lekkäin, jolloin saadaan tieto siitä, ovatko kaikki kolmioiden sivut yhteneviä.
Oppilaiden tasosta riippuen opettaja voi perustella kolmioiden olevan taitte-
lutarkkuuden rajoissa tasasivuisia tutkielman matemaattisessa osiossa esite-
tyn todistuksen perusteella. Perustelun voi jättää myös seuraavalle tunnille
tai kokonaan pois.
Tämän jälkeen oppilaille annetaan tehtäväksi muodostaa tetraedri eli
säännöllinen monitahokas, jolla on neljä tahkoa. Jos oppilaat eivät millään
pääse alkuun tehtävässä, opettaja voi antaa vinkin, että tetraedrin kasaa-
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misen tarvitaan yksi oikea- ja yksi vasenkätinen yksikkö tai näyttää oman
mallinsa. Oppilaan ei kuitenkaan kannata antaa koskea malliin, jotta oppi-
laan hahmotuskyky on edelleen koetuksella. Moduuli pysyy parhaiten kasassa
halausmekanismilla, kun siivekkeet jätetään kappaleen ulkopuolelle.
Seuraavaksi oppilaat saavat pohtia, kuinka monta ja minkä kätistä yk-
sikköä tarvitaan oktaedrin muodostamiseen. Oktaedrin jälkeen edetään iko-
saedriin, jonka rakentamiseen kannattaa käyttää hieman teippiä apuna. Tar-
koitus on, että kaikkien moduulien kohdalla oppilas saisi itse tutkia ja ra-
kentaa ilman valmista työohjetta. Opettajalla itsellään on hyvä olla malli-
kappaleet, joita voi tarvittaessa näyttää oppilaille. Ikosaedrin rakentamisen
jälkeen opettaja esittelee säännölliset monitahokkaat eli Platonin kappaleet.
Osa oppilaista on saattanut jo näiden kappaleiden rakennusvaiheessa löytää
muita monitahokkaita, jotka koostuvat tasasivuisista kolmioista. Opettaja
voikin antaa tehtäväksi löytää lisää näitä, jolloin opetusta voi eriyttää ylös-
päin. Kun tällaisia puolisäännöllisiä kappaleita on löydetty, opettaja ottaa
käsittelyyn säännölliset ja puolisäännölliset kappaleet ja kertoo, mitä eroa
niillä on. Opettaja voi myös mainita muita Johnsonin kappaleita, millaisia
ne ovat ja kuinka monta niitä on.
Lopuksi oppilaille annetaan tehtäväksi muodostaa kuusi Jacksonin kuu-
tion yksikköä origamipaperista. Tätä varten opettaja voi heijastaa taululle
ohjeen. Tutkimuksellinen näkökulma saadaan, kun oppilaille annetaan seu-
raavaksi tehtävä muodostaa yksiköistä kuutio. Kun kuutiot on saatu muo-
dostettua, lommautetaan eli taitetaan sisään yksi kuution kulmista.Tähän
opettaja voi antaa valmiin ohjeen, mutta oppilaiden on oltava tarkkana, että
kolmesta yksiköstä saadaan lommautettua juuri oikea kulma. Sopiva kotiläk-
sy muodostuu tehtävästä, jossa oppilaiden on lommautettava kaikki kulmat
ja etsittävä muodostetun kappaleen nimi: kuboktaedri. Seuraavan tunnin al-
ku voidaankin käyttää monitahokkaiden teorian käsittelyyn ja kertaamiseen
sekä dodekaedrin esittelyyn.
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3 Lopuksi
Origameilla on paljon sovelluksia ja ulottuvuuksia, minkä vuoksi aiheen ra-
jaus oli haastavaa. Saman mallin taitteluun löytyy hyvin monta erilaista oh-
jetta, minkä vuoksi käytin hyvin paljon aikaa mallien valintaan. Esimerkiksi
perinteisen kuution taitteluun löytyy helposti pelkästään omista lähteistäni
viisi eri ohjetta. Tämän vuoksi yritin pitäytyä helpoissa malleissa ja sellai-
sissa tekniikoissa, joilla saisi usemman eri mallin vain pienillä muutoksilla
toiseen. Esimerkiksi käyntikorttiorigamit valikoituivat mukaan osittain tästä
syystä.
Oma tavoitteeni tutkielmalta oli aluksi kirjoittaa pelkästään origameihin
sisältyvästä matematiikasta, mutta hyvin pian mieleni muuttui opetukselli-
seen suuntaan. Halusin silti käsitellä oman mielenkiinnon vuoksi matematiik-
kaa hieman enemmän kuin tuntisuunnitelmien taustamateriaaleihin tarvit-
taisiin. Osasyy pitkään matematiikkaosioon on myös se, ettei kokemukseni
mukaan ihmiset ja erityisesti opettajat osaa välttämättä ajatella origamien
yhdistämistä matematiikkaan vaan ennemminkin muotoiluun ja arkkitehtuu-
riin, minkä vuoksi halusin korostaa niiden matemaattista puolta.
Kuten jo johdannossa mainitsin, upposin hyvin syvälle origamien maail-
maan perehtyessäni aiheeseen. Huomasin haalivani monia erilaisia taitteluoh-
jeita, joita olisi kiva opettaa ja joista uskoin oppilaiden innostuvan. Olisin
halunnut kirjoittaa monta erilaista tuntisuunnitelmaa, jotka sisältävät myös
monta erilaista taitteluohjetta. Päätin kuitenkin pitäytyä yhdessä suunnitel-
massa yhtä matematiikan aihetta kohtaan ja pitää taittelun mahdollisimman
yksinkertaisena, jotta oppitunnit eivät paisuisi niin suuriksi, ettei niitä voisi
enää toteuttaa. Tällä halusin varmistaa sen, että opettaja voi suoraan napata
omaan opetukseen jonkin pienen piristävän osion ilman, että kokee tarvitse-
vansa myös muita osioita. Suunnittelemani opetustuokiot ovatkin juuri tästä
syystä aiheiltaan melko kaukana toisistaan, mutta niiden ympärille on helppo
rakentaa myös muita taittelutuokioita.
Erityisesti mieltäni jäi vaivaamaan eri oppiaineita yhdistävä opetus. Oli-
sin halunnut perehtyä enemmän esimerkiksi lukioissa toteutettaviin ilmiöviik-
koihin tai -jaksoihin ja sitä kautta suunnitella jonkin tällaisen teeman lähes
valmiiksi, mutta nyt siihen ei valitettavasti ollut aikaa. Kuulemani mukaan
ilmiöviikoilla ei niinkään matematiikka ole ollut yhtenä oppiaineena, vaan
tällaisiin projekteihin on lähteneet mukaan esimerkiksi äidinkielen tai mui-
den kielien, historian ja yhteiskuntaopin tai uskonnon opettajat. Origameilla
on paljon potentiaalia toimia yhdistävänä tekijänä monille oppiaineille, ku-
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ten matematiikka, fysiikka, kemia, kuvataide, historia, englanti ja äidinkieli.
Yhdistäviä teemoja voisivat olla esimerkiksi avaruus ja satelliitit, lentokoneet
ja lennokit, paperiteollisuus ja -taide, kestävä kehitys ja moni muu. Toisaalta
taittelu vie toisinaan hyvin paljon aikaa, joten teema tulisi suunnitella hyvin
yksinkertaisia taittelumalleja sisältäväksi.
Hyviä opetusmateriaaleja, taitteluohjeita ja lisälukemista löytyy lisäksi
kirjoista [Hul12], [Kas01], [Mon02], [Mon04], [Lan], [Cen].
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4 Liitteet
4.1 Liite 1 - Popup -portaat ja lukusuora
Pop-up -portaat ja lukusuora
Kertausta:
1. Mitä ovat kokonaisluvut? Luettele muutamia.
2. Kuinka suuri on kokonaislukujen väli? Mikä on pienin mahdollinen väli
kahden eri kokonaisluvun välillä?
3. Voiko kokonaislukujen 0 ja 1 välin jakaa osiin? Jos voi, niin kuinka
moneen?
4. Onko kokonaislukujen välissä lukuja? Millaisia?
5. Taittele pop-up -portaat ohjeen mukaisesti A4-kokoisesta paperista.
6. Kuinka monta askelmaa ensimmäisessä vaiheessa muodostui? Entä toi-
sessa ja kolmannessa vaiheessa?
7. Kuinka monta askelmaa portaikkoon voidaan rakentaa? Milloin paperi
loppuu kesken?
8. Entä jos aloitetaan suuremmasta paperista, loppuuko paperi kesken?
Entä jos aloitetaan hyvin suuresta paperista?
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9. Jos oletetaan, että A4-kokoisen paperin sivu on 1, niin kuinka leveä as-
kelma ensimmäisessä vaiheessa saatiin aikaiseksi? Entä toisessa ja kol-
mannessa vaiheessa? Kuinka pieneksi askelman leveys on mahdollista
saada?
10. Voiko kokonaislukujen 0 ja 1 välin jakaa osiin? Kuinka moneen?
11. Onko kokonaislukujen välissä muita lukuja kuin sellaisia, jotka voidaan
esittää muodossa 1/2, 1/4 jne?
12. Merkitse alla olevaan lukusuoraan seuraavat luvut:
1/2, 1/4, 1/8, 1 + 1/2, 4/2, 2/3, 2/6.
0 1 2
13. Pop-up -portaita voidaan kutsua myös fraktaaliksi. Etsi vastauksia seu-
raaviin kysymyksiin: Millaisia useimmat fraktaalit ovat? Mikä on ite-
raatio? Mitä tarkoittaa itsesimilaarisuus?
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4.2 Liite 2 - Fraktaaliportaiden taitteluohje
1. Taita A4-kokoinen paperi kahtia pitkältä sivulta.
2. Leikkaa taitoksen keskikohdasta suoraan paperin puoleen väliin ja taita
toiselta puolelta reuna paperin sisään.
3. Leikkaa juuri taitetun osion keskeltä taas puoleen väliin ja taita paperin
reunan puoleiset osiot jälleen paperin sisäpuolelle.
4. Toista leikkaus ja taittelu ainakin kahdesti. Avaa tämän jälkeen paperi.
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4.3 Liite 3 - Murtojanat, laskutehtävät
Jaa neliön muotoisia papereita osiin luvuilla 2, 3, 5, 6, 8 ja 10, jotta saat
seuraavissa tehtävissä käytettäviä murtojanoja. Hyödynnä jakamisessa dia-
gonaalinen leikkaamista tai janan puolittamista.
Janan saa jaettua kahteen yhtä suureen osaan taittamalla janan päätepis-
teet päällekäin. Kun jana on jaettu kahteen osaan, sen voi samalla metodilla
jakaa neljään, kahdeksaan ja kuuteentoista osaan.
Janan jako kolmeen:
1. Taita neliölle lävistäjä, joka kulkee vasemmasta alanurkasta oikeaan
ylänurkkaan.
2. Taita paperin vasemman reunan keskipisteestä taitos paperin oikeaan
alanurkkaan.
3. Tee paperin vasemman reunan kanssa yhdensuuntainen taitos, joka kul-
kee kohdassa 2 syntyneen leikkauspisteen kautta.
4. Jaa paperin oikeanpuoleinen osio kahteen taittamalla paperin oikea reu-
na kohdan 3 taitokselle.
Janan voi jakaa samalla metodilla viiteen, kuuteen ja kymmeneen. Kohdan
kaksi taitoksen paikka muuttuu seuraavasti:
• 5: Vasemmassa reunassa taitos on neljäsosan päässä paperin alareunas-
ta. Oikeassa reunassa taitos kulkee paperin alanurkan kautta.
• 6: Vasemmassa reunassa taitos on kahdeksasosan päässä paperin ala-
reunasta. Oikeassa reunassa taitos on 3/8 sivun päässä paperin alanur-
kasta.
• 10: Vasemmassa reunassa taitos on kuudestoistaosan päässä paperin
alareunasta. Oikeassa reunassa taitos on 7/16 sivun päässä paperin
alanurkasta.
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Ratkaise seuraavat tehtävät murtojanojen avulla:
1. Merkitse suuruutta kuvaava merkki (< tai >) lukujen väliin. Muista
sääntö ”suu auki suurempaan”.
3/5 4/5
2/5 2/3
3/6 5/8
1/2 2/4
1/3 2/5
6/10 2/3
3/8 1/2
2. Sinä ja kaverisi ostatte yhden metrilakun. Kumpi syö enemmän lakua
seuraavissa tapauksissa?
a. Sinä jaat lakun neljään osaan ja kaverisi jakaa omansa viiteen osaan.
Kumpikin teistä syö kaksi lakupätkää.
b. Molemmat jakavat oman lakunsa kahdeksaan osaan. Sinä syöt 5
lakupätkää ja kaverisi syö 6 pätkää.
c. Sinä jaat lakusi viiteen osaan ja syöt niistä 4. Kaverisi jakaa oman
lakunsa 4 osaan ja syö niistä kolme.
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4.4 Liite 4 - Säännölliset monikulmiot, rastiohjeet
1. rasti: neliö
Vastaa seuraaviin kysymyksiin.
1. Miten määrittelisit neliön?
2. Kuinka monta sivua neliössä on ja kuinka suuria neliön kulmat ovat?
3. Mikä on neliön kulmien summa?
4. Mikä on lävistäjä ja kuinka monta sellaista neliöllä on?
Taittele seuraavaksi neliön muotoiselle paperille toinen neliö, jonka pinta-ala
on puolet alkuperäisestä.
2.rasti: kolmio
Vastaa seuraaviin kysymyksiin.
1. Kuinka monta sivua kolmiossa on? Mikä on kolmion kulmien summa?
Entä miten pinta-ala lasketaan?
(Vinkki: Jos taitat neliön muotoisen paperin kahtia neliön lävistäjää
pitkin, mitä voit sanoa kulmien summasta ja pinta-alasta?)
2. Millainen on säännöllinen kolmio? Mitä voit sanoa sivujen pituuksista
ja kulmien suuruuksista?
Taittele neliön muotoiselle paperille tasasivuinen kolmio siten, että kolmion
sivun pituus on sama kuin neliön sivun pituus. (Vinkki: Jos kolmion sivu on
neliön kanta ja näin ollen kaksi kulmaa neliön kulmissa, niin missä kolmion
kolmannen kulman on oltava?)
Entä jos siirrät kolmion toista kantakulmaa hieman ylöspäin neliön sivulla,
miten pinta-ala muuttuu? Suureneeko vai pieneneekö se?
EXTRA: Miten voisit taitella mahdollisimman suuren tasasivuisen kolmion
neliön muotoiselle paperille? Suunnittele ja toteuta!
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3. rasti: kuusikulmio
Vastaa seuraaviin kysymyksiin. Voit hyödyntää kolmiorastilla taittelemaasi
tasasivuista kolmiota.
1. Millainen on säännöllinen kuusikulmio?
2. Miten taittelisit säännöllisen kuusikulmion tasasivuisesta kolmiosta?
3. Mikä on kuusikulmion kulmien summa?
4. Mikä on yhden kulman suuruus?
5. Kuinka monta lävistäjää kuusikulmiolla on?
4. rasti: kahdeksankulmio
Taittele kahdesta pienestä neliöstä säännöllinen kahdeksankulmio seuraavas-
ti:
1. Taita molemmille neliöille lävistäjät ja sivujen keskinormaalit.
2. Aseta toisen neliön keskinormaalit kohdakkain toisen neliön lävistäjien
kanssa ja taita toisesta neliöstä ylimenevä osa toisen neliön päälle.
Vastaa kysymyksiin:
1. Millainen on säännöllinen kahdeksankulmio? Millaisia sen sivut ja kul-
mat ovat?
2. Mikä on kahdeksankulmion kulmien summa?
3. Kuinka suuri on säännöllisen kahdeksankulmion yksittäinen kulma?
4. Kuinka monta lävistäjää kahdeksankulmiolla on?
5. Extra: Kuinka voisit taitella yhdestä neliön muotoisesta paperista
säännöllisen kahdeksankulmion?
(Vinkki: Taita neliön keskinormaalit ja lävistäjät. Taita neliö alareu-
nan keskinormaali vasemman yläkulman lävistäjän kanssa päällekkäin
siten, että taitos kulkee neliön keskipisteen kautta.)
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5. rasti: viisikulmio
• Taittele viisikulmio ohjeen mukaan.
1. Tee neliön muotoiselle paperille taitos yläreunan keskikohdasta
(piste P ) vasempaan alanurkkaan (piste A).
2. Taita yläreunan oikeanpuoleinen osa (jana PD) muodostuneelle
taitokselle (PA).
3. Taita paperin päälle siirtyneen kolmion kärkipisteestä paperin va-
semman reunan suuntainen taitos. Avaa paperi ja jatka taitosta
paperin yläreunaan saakka pisteeseen Q.
4. Tee taitos pisteestä Q paperin oikeaan alanurkkaan.
5. Jaa paperin alareuna kuuteen yhtä suureen osaan ja tee näistä
pisteistä taitokset, jotka ovat paperin vasemman reunan kanssa
yhdensuuntaisia.
6. Tee paperin alareunan suuntainen taitos, joka kulkee kohdassa 4
tehdyn taitoksen QB ja kohdassa 5 tehdyn oikeanpuoleisimman
taitoksen leikkauspisteen T kautta.
7. Tee jokaiselle paperin alareunaan muodostuneelle suorakulmiol-
le lävistäjä, joka kulkee oikeasta alanurkasta vasempaan ylänurk-
kaan.
8. Taita paperin alareuna kohdassa 6 tehdylle taitokselle ja leikkaa
muodostunutta taitosta pitkin.
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9. Kierrä paperisuikale yhden pisteen ympärille taittamalla joka toi-
nen taitos eri suuntaan.
10. Käännä paperin päädyt ristiin siten, että kappaleen päälle jäänyt
paperin pääty siirtyy kappaleen alle. Viisikulmio on valmis!
• Tutki, miten voisit määrittää viisikulmion kulmien summan ja lävistä-
jien lukumäärän. Keksitkö sääntöä, jolla voisit määrittää minkä tahan-
sa monikulmion kulmien summan?
Huomaa, etteivät viisikulmion muodostavat kolmiot ole tasasivuisia
vaan tasakylkisiä!
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4.5 Liite 5 - Columboksen kuutio
Taittele ensin kuudesta neliön muotoisesta paperista Jacksonin kuutio koh-
tien 1-4 mukaisesti:
1. Taita jokaiselle sivun keskelle pienet merkit. Jätä neliön keskusta tait-
tamatta!
2. Taita kaksi vastakkaista sivua neliön keskelle merkkeihin asti.
3. Taita muodostuneen suorakaiteen lyhyet päädyt keskelle merkkeihin
asti.
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4. Yhdistä kuusi yksikköä siten, että yksikön sivuläpät/-siivekkeet taittu-
vat kuution sisälle.
Lommautetaan yksi kuution kulma sisäänpäin seuraavien kohtien 5-8
mukaisesti:
5. Ota yksi yksikkö irti ja taita sen pääty suorakaiteen pitkälle sivulle.
6. Nosta taitettu kulma samalle reunalle, jolla se alun perin oli ja taita
tiukasti.
7. Tee samanlaiset taitokset kahden muun yksikön kulmaan, joka yhdistyy
samaan kuution kärkeen.
8. Kokoa kuutio.
63
4.6 Liite 6 - Dodekaedri PHiZZ-yksiköistä
1. Taita neliön muotoinen paperi neljään osaan pituussuunnassa.
2. Aseta paperi poikittain eteesi niin, että paperin ylä- ja alareuna ovat
itseesi päin. Taita yksikkö katkoviivoja myöden.
3. Käännä paperi ja taita vielä jäljellä oleva pääty.
4. Tee kaikkiaan 30 samanlaista yksikköä. Ole tarkkana, että jokainen
yksikkö on samanlainen ja aloitettu samasta reunasta!
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5. Yhdistä kolme yksikköä siten, että jokaisen yksikön toinen pääty menee
toisen sisälle melkein keskeltä. Yksiköiden päällekäisistä osista muodos-
tuu kolmiopohjainen pyramidi.
6. Kokoa dodekaedri yhdistämällä kaikki 30 yksikköä. Huomaa, että yk-
siköiden reunat saavat muodostaa vain viisikulmioita.
+ Jos haluat lisähaastetta, muodosta yksiköt kolmesta väristä (10 yk-
sikköä kutakin väriä) ja rakenna dodekaedri siten, että jokaisen kulman
kaikki yksiköt ovat erivärisiä.
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